Concours général 2008, Mathématiques
Eléments de correction

Exercicel

1. (a) Parcos(28) = cos*(§) — 1 et hm sme(é) =1.

—0

(b) Parvariation pour la premicére et par intégration de la premiere entre 0 et § pour la deuxi¢me.

2. (a) Parcontinuitéde fen 0 (1— f(x) < ax?) lim cos(4,) = 1, donc 8, est dans [0, % pour
n assez grand.
X
-]
Pourdetelsn g, < — et donc lim 4, = 0.
D’aprés la relation satisfaite par /', on obtient : cos(6,) = cos(28,41).
O,
Donc si on choisit un rang IV 4 partir duquel 8, est dans [0, %] on obtient: 8,,; = >
b d n
(b) Onaura onc:@n— ef( )—cs x|
1- 1- g 1
Mais, lim /) =g et lim A() =-,
x—0 x2 6—0 92 2
2
donc li on Oy = —\2a
onc nlfc}o zn—Nﬁ =2a,a > 0 et, au signe pres, Oy = 2—N 2a.
271
X 2a
On obtient: f (—N) = cosfy = cos ( N ) puis par récurrence sur £ < N,
=)= 2 donne le résul k=
f (W) = cos ZN — | ce qui donne le résultat pour £ = N.
Exercice 11
20x19%x18x17 116280 2907
1. La probabilité que je ne marque rien est 08 = 160000 = %000 =~ 0,72675.
194 130321 193 27436
2. Loi binomiale : P(INV, =0) = i P(N,=1)=4x ) ,P(N,=2)=

204~ 160000’ 204 160000
192 2166 19 76 1

K2 = P(N,=3)=4—=—'° PN, =4)= —.
204 160000 ( ) 204 160000 ( ) 204
2243
3. X, est une variable de Bernoulli de parametre P(N, > 2) = Teo000 2" Soit G le gain, on a
20
G = ZaXﬂ, donc
a=1
20x21 471030
EG)= =2,94
(@)= 1=37= 160000 = >’
19x18x6 2052 76
4. (lluiatre possibilités de gain : P (88xy) = ) ><204 kg 2054 ,P(888x)=P(Ng=3)= ﬁ,l)(8888) =
T les trois P(xxyy) = 208 dvecax > yetxty= 8 (trois couples possibles). Total :
20524+76+14+3x6 214
5247 3x6 _ 7. 1, 34%
204 160000



Concours général 2008, Mathématiques
Eléments de correction

5. Sije relance tout, l'espérance de gain est celle de G précédemment calculée.

1
Sije garde les deux 2, la probabilité du motif 22xx, 4 x # 2 fix¢é, est 207" et dans ce cas je gagne

2+ x, dans le cas contraire je gagne 2. Ainsi l'espérance de gain est

2+x 19 1008
E(G) = +(1- =) x2=—2=2,52
; 20? ( 202) 400

Si je garde le 11, soit M, le nombre de 4 dans les quatre lancers. Si 2 # 11, la loi de M, est

19° 3% 192 3x19 1
P(M,=0)= 25 P(My=1) = — o P(My=2) = — = et P(M, = 3) =

203
.. 1141
En particulier, P(M, > 2) = - Pour M}, on décale toutde 1 etona P(M,; > 2) = .
2000 8000
Lespérance de gain est alors
E(G") = Y axP(M,>2)+11xP(M, >2)
aAll
_199x58+11x1141 24093
B 8000 © 8000
Conclusion : il est préférable de garder le 11, mais de peu. Il n'est pas intéressant de garder les 2...
471030

6. Sii 1 tout, I’ A d i t = :
1je relance tout, lesperance de gain est go 160000

Sije garde 4, lespérance de gain est (cf les calculs précédents) :

(210 —a;) x 58+ 1141 x a; _ 12180 + 10834,

gila) = 8000 ~ 8000
Sije garde a; > a5, lespérance est
gayay) = 4#.OX(ZIO a,—a,) (motif 2,2,xx)
B @ra)  (motfaasa)
= _— mofti
400 a) T4ap Ootit a1a,4rXx
2
= m X (611 + 42) (motifﬂlﬂzﬂlﬂz)
insi ) 210+ 39(a; + a5)
t ainsi Ld,) = .
etainsi g5(ay, 4, 200
ayta;+as

Sije garde ) > 4, > a3, lespérance est g3(ay, 2, a3) = 20

Enfin, si je garde tout, je ne gagne rien.
On résout les inégalités :
g1 2 go = a; 210,5
387030
15600
471030
8000
Enfin g, > gy < 7804, > 7980+ 3034;, mais comme 4, < ; — 1, l'inégalité g, > ¢; implique
que 780(a; — 1) > 7980 + 3034, et donc que 4, > 18, 36.

~24,8

D2go=artay >

G2 go=ai+ay+tas> =~ 58,88 impossible!

Pour résumer, la démarche est la suivante : si 2, > 18, garder 4; et a,. Sinon, si 2; > 11, garder
uniquement ;. Sinon tout rejouer.
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(a)

Exercice 111

a et b étant premiers entre eux, il en est de méme pour 4 et 2 + b ; il sen suit que ka n'est
divisible par 2 + b que si 2 + & divise £, et par conséquent les entiers 7, 1 <k <a+b—1,
sont bien élémentsde [1,4+ 6 —1].

Il sufhit donc de montrer que ces entiers sont distincts. Or 7, = 7; si, et seulement si, 2 + &
divise a(k — /), cest A dire 2 + b divise (k — /), soit k =/ puisque |k — /| < a +b.

La différence 7441 — 7, vaut 2 ou —& selon que 7, est inférieur ou supérieur a b.

Donc U(ri) = U(rg+1) et dapres ce qui précede et une récurrence finie, U est constante
égalea U(a) sur [La+b—1].

Supposons U (j) définie pourun j > 2+b. Il existe g entier tel que j = ag+r avecl <7 <a

doncr € [l,a+b—1]. Alors U(j) =U(r) = U(a).

2. Posonsa=da’, b =db’ etsoiti dans [1,d].
La suite qui & £ associe #;,(,-1)s est définie pour i + (k — 1)d < 2 + b —d donc en particulier
pour £ dans [1, 4"+ &' — 1]. Elle admet 4’ et &', qui sont premiers entre eux, pour période, donc,

3.

d’apres la question précédente, elle est constante. Cest le résultat annoncé.

(a)

Puisque & est au moins égal 22, 0onar; =a <a+b—1. Lentier m tel quer,, =a+b -1
est donc au moins égal a 2.

Parailleurs 7,45-1 = b <a+ b —1,donc m est au plus égal a a + b - 2.

Prenons A ={ri=a,7s...,7m1=b—-1}et B={r,s1=a—L7p42 ..., 7041 =b}. A et
B sont non vides et la suite }” n'est pas constante.

Montrons que ¥~ est de période 4. Soit 7 un entier au pluségalaz+b6—-2-a2=56-2.0n
adonci =r,aveck #m—1etk #a+b—1doncsii est dans A (respectivement B), il en
est de méme pour i +a = 7j1.

Montrons que V” est de période 4. Soit 7 un entier au plus égalaa+b-2—-b=42—-2.0On
a donc, pour un certain £, i = 7y, reste de la division de 7,_; + 2 par 2 + . On constate
pareillement que si 7 est dans A (respectivement B), il en est de méme pour i + b = r;_;.
La décomposition est unique a Iéchange pres de A4 et B car les propriétés de périodicité
font que si par exemple 2 =7, € A4, alors 7,,..., 7,1 sont dans 4.

Lasuite £ — V (a+b—1—k) possede les mémes propriétés que /. Par unicité elle est égale
aV :V estun palindrome.






