OLYMPIADES ACADEMIQUES DE MATHEMATIQUES

Académie de Bordeaux
Session de 2008

CLASSE DE PREMIERE
Durée : 4 heures

Les quatre exercices sont indépendants.
Les calculatrices sont autorisées.

Exercice 1: Un partage équitable

1. Léonard est géomeétre. Il veut partager un
carré de c6té 1 en trois parties de méme aire selon
X le schéma ci-contre.

Quelle valeur doit-il donner & pour arriver a ses

fins ?
«—>
X
2. Mais Léonard est aussi esthéte. Ne trouvant
pas é€légante sa construction, il décide de
X supprimer la zone triangulaire hachurée. Ainsi les
trois parties restantes sont triangulaires.
Peuvent-elles avoir la méme aire ?
< —>
X
D J c 3. Et Léonard est mathématicien. Ayant réalisé

grossierement (ci-contre) la construction de la
guestion 2, il méne du point H la perpendiculaire
(HJ) a la droite (AB).

\ Il a 'impression que les droites (HJ), (DI) et (AC

sont concourantes.

Qu’en est-il ?
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Exercice 2: Les bons nombres

On dit qu'un nombre entier supérieur ou égal a «dson » s'il peut s’écrire comme la
somme de nombres entiers naturels non nuls, distlacnon, dont la somme des inverses est
égale a 1.

On dit gu'’il est « mauvais » s’il n’est pas « bon »

Ainsi, par exemple :

2=1+1 et :_1L+_i¢ 1, donc 2 est « mauvais » (la seule décompositomsible

pour 2 étant 1+1).

3=1+2 et %+%¢1; 3=1+1+1 et %+%+%¢1; donc 3 est également

« mauvais » (les deux décompositions possibles payant été examinées).
Déterminer pour chacun des nombres entiers ded4sdl st « bon » ou « mauvais ».

Montrer que le carré de tout nombre entier supéoealggal a 2 est « bon ».

Montrer que sin est « bon », alorsi2+ 2 et 2n + 9 sont « bons ».

w0 NP

On admet que tous les nombres entiers de 24 arixdmns ».
Qu’en est-il de tout nombre entier supérieur oal &6 ?
Exercice 3: Des jetons circulaires dans une boite carrée

ABCD est un carré de co& Le cerclel’, est tangent aux segments [AD] et [CD].

A D A

. \ r, é)

Figure 1 Figure 2

1. a) Reproduire la figure 1 et construire un cericlecontenu dans le carré ABCD et tangent a

la fois au cerclel’; et aux segments [AB] et [BC]. On indiquera le peogme de construction.

b) Expliquer pourquoi cette construction n’est passgae sur la figure 2.
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Dans toute la suite de I'exercice, on suppose gueiclel, est contenu dans le carré ABCD
et tangent a la fois au cercle et aux segments [AB] et [BC]. On désigne respeatient par

R, et R, les rayons des cerclés etl,.

2. a) Demontrer queR, + R, reste constant lorsque I'on fait varier les dimens des deux
cercles.
b) Quelle est la valeur minimale et la valeur maxemde R, ?
3. Soit S la somme des aires des disques limitésepardrcled , etTl,.
Déterminer la valeur minimale et la valeur maxiendé S.
4. Le petit cercle représenté sur la figure ci-dessstisangent au cercle, et aux cotés [AD]
et [CD].

Exprimer le rayon de ce cercle en fonctionRie

A D

Exercice 4: Les difféerences de deux carrés

On appelle E I'ensemble des nombres qui peuvegtisgécomme différence des carrés de

deux entiers naturels.

1. Montrer que 2008 est un élément de E (on pourrechke deux entiera etb, tous deux

supérieurs & 200 tels que 2008*= b?).
2. Montrer que tout nombre impair appartient a E.
3. Montrer que E contient tous les cubes des entttgels.
4. Décrire les entiers naturels qui n’appartiennestgp#ensemble E.

5. Donner un entier qui s’écrit comme différence dmsés de deux entiers naturels de cing

facons différentes exactement.
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