Classes de premiere générale et technologique

STATISTIQUES ET PROBABILITES
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l. Introduction

La place des probabilités et des statistigues Hanseignement des mathématiques en collége et en
lycée s’est considérablement accrue depuis cededesnannées. Pour les éleves entrant en classe de
premiére, I'apprentissage des probabilités débégemnais des la classe de troisieme.

Au college, I'objectif de cet enseignement est deetbpper une réflexion sur I'aléatoire en génétatie
sensibiliser les éléves au fait que les situataéatoires peuvent faire I'objet d’'un traitementinéanatique.
Un vocabulaire spécifique est introduit et quelgégges du calcul des probabilités sont mises acepl

La Seconde est I'occasion pour I'éléeve d’approfonidi formalisation de ces notions en dégageant
notamment la notion de modéle probabiliste, etre’éénsibilisé, & travers des situations de pesgedision

ou d’estimation d’'une proportion, aux premiers @éts de statistique inférentielle comme la notion
d’intervalle de fluctuation et celle d'intervallee ¢onfiance, introduites sous des conditions diglité@lqui

les rendent rapidement opérationnelles.

Avec la notion de variable aléatoire et la décotevee la loi binomiale, le programme de Premieretrfid

les outils mathématiques qui permettent, en preapgptii sur la réflexion initiée en Seconde autaaidad
prise de décision, de construire un intervalle Idetdation et d’établir une démarche de prise dasi#n

valables en toute généralité pour une proportiamettaille d’échantillon quelconques. Ce thempréee en
particulier & la mise en ceuvre d’algorithmes etaigonnements logiques et, au-dela, a une adapt¢iaces
raisonnements au domaine de I'aléatoire et dediiam.

En Terminale, la problématique de prise de décisiera travaillée a nouveau, et la réflexion initée
Seconde sur I'estimation sera approfondie avetrdduction d’outils mathématiques supplémentaires.

Dans ce document ressource, le professeur trodesraompléments théoriques et un ensemble deigitsiat
développées dans le cadre du programme officielcdeént est surtout mis sur les notions nouvellgs pa
rapport aux précédents programmes de Premieretitiép d’expériences identiques et indépendanbés,
géométrique tronquée, loi binomiale, échantillorenagprise de décision avec la loi binomiale.

Les exemples d’application ont été choisis pour tnesria variété, la richesse et I'actualité desliapfions
possibles des probabilités et de la statistiqeend prétendent pas a I'exhaustivité et ne sontcpasus
comme des activités pédagogiques « clé en mawup,comme le plan adopté pour les exposer ne e veu
pas une progression pédagogique. Ces situatioast\ptutot a ouvrir des pistes de travail suscéggild’étre
exploitées par le professeur; c’'est pourquoi eflest traitées de facon suffisamment détaillée dén
permettre au professeur de s’en inspirer pour étsp@ partir de la connaissance de sa classe sade
pratique professionnelle, des activités pédagogiqiestées au niveau de ses éléves.

Enfin les points présentés dans les annexes dur@otne sont pas des attendus du programme. ileroi
étre considérés comme des compléments d’informatitattention du professeur sur les notions inites.

lIs permettent de mieux situer le cadre mathématigjus général dans lequel s’'inscrivent les notiams
programme.

Il.  Statistique descriptive, analyse de données

L'étude et la comparaison de séries statistiquesémg en classe de seconde se poursuivent avesdaemi
place de nouveaux outil®ans un premier temps, les caractéristiques sigediion (variance, écart-type)
sont déterminées a l'aide de la calculatrice oundableur. Afin d'utiliser de fagon appropriée ldsux
couples d’'indicateurs usuels (moyenne/écart-typméadiane/écart interquartile) qui permettent deimées
une série statistique, il semble utile de rappleldien entre ces couples (position/dispersion)reprobleme
de minimisation (voir annexe 1). Il convient audsi rappeler que l'utilisateur d’'un outil statistegdoit
prendre en compte la situation réelle et les olfgecisés pour effectuer le choix des indicateussfaton
pertinente.

Les exemples de séries statistiques ameénent seutilin des deux couples a notre dispositionsuiscitent
une réflexion sur le choix d’'un résumé statistigDans les exemples proposés en classe, il est amate
faire remarquer que deux séries de méme écarttgtpge méme moyenne et médiane) peuvent avoir une
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distribution trés différente. C’est alors I'occaside rappeler l'intérét d’un graphique, qui peut gblus
« parlant » qu’un simple résumé numérique.
Il n’existe pas de régle (au sens mathématique)jngiiguerait quel type d’indicateur statistiquelisér par
rapport & une situation donnée. Le choix des inelica dépend de ce qu'on veut en faire et de lagéke la
situation. On peut juste proposer quelques remarqué conduisent a privilégier tel couple plus deke
autre. Le couple (médiane, écart interquartilepssapporter les mémes renseignements que le couple
(moyenne, écart-type), est peu sensible aux vatedr8mes. Dans de nombreux domaines il est pgiilét
souvent associé a une représentation graphiqueits d moustaches. De maniére générale, la moyenne
arithmeétique est peu significative quand I'influeraes valeurs extrémes est trop forte. Quant s&lkiame,
elle ne se préte pas aux calculs algébriques, ptstguoi, dans le cas ou la série statistiquéoestée de
divers sous-ensembles homogenes, on lui préféneyanne.
Le diagramme en boite (ou boite a moustaches)nestraprésentation graphique qui permet d’avoir une
bonne vision d'une série statistique. En effet,usceap d’'informations sont disponibles sur ce diagre
(médiane, écart interquartile et valeurs extrémssyjui en fait un trés bon outil pour comparerxdegries
statistiques. Il faut noter qu'il n'existe pas défidition commune (au sens mathématiques du tedue)
diagramme en boite, mais il semble assez répandilis#r les conventions suivantes :
* la «boite » est un rectangle limité par le preratde troisieme quartile ou figure la médiane ;
* les «moustaches » en revanche peuvent s'achevervaaurs extrémes (le minimum et le
maximum de la série) ou aux premier et neuviémdlaiécD’autres conventions sont quelquefois
utilisées.

On obtient alors un diagramme comme suit :

Q Me  O. -

Xmin ! Q3 L

— ]
25 % 50 % 75 %

Au-dela de la réalisation d'un diagramme en bdlitest surtout important de savoir interpréter ‘etiliser
ces diagrammes pour des comparaisons pertinentisudeséries statistiques.

! Définition du décileD, : pourk de | & 9, lek® décile notéDy est la plus petite valeur d’une série statistitpile qu’au moins
(k x10) % des valeurs de la série sont inférieuregyaieé abD, .
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[Il. Variables aléatoires discréetes

Afin d’interpréter I'espérance comme la valeur moyennesdarcas d’'un grand nombre de répétitipns
considere I'expérience aléatoire consistant a lannedé supposé équilibré a six faces et a noteuteéro
observé. On considere ensuite la variable aléatliderete noté&X qui prend la valeur 1 si on observe 1, la
valeur 2 si on observe 2, 3 ou 4 et enfin la vadesiron observe 5 ou 6. Son espérance est

E(X)=1xP(X =) +2xP(X =2)+4xP(X =4)=1x1/6+2x (1/6+1/6+1/6) +4x (1/6+1/6)=15/6,

soit E(X) = 25.

A l'aide d’'une simulation, on répéte un grand noentle fois cette expérience aléatoire a I'identiguen
peut ainsi observer un grand nombre de réalisatleris variable aléatoir¥. Le graphique suivant montre
I’évolution de la moyenne observée en fonction donbren de répétitions.

3,40 7
3,20
3,00 1

2,80 1

2,60 T

2,40

2,20 1

Moyenne observée et espérance de X

2,00 A

1,80 T T T T 1
0 200 400 600 800 1000

Valeur de n

On remarque que les moyennes observées se stabdis®ur de 'espérance mathématique de la variabl
aléatoireX. On peut aussi représenter I'évolution de la vexéades observations et remarquer que lorsque le
nombre de lancers augmente, la variance observstalsiise vers la variance de la variable aléatsigui

vaut 1,25.
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Ces observations constituent une approche heuwrstig la loi des grands nombte€elle-ci permet de
justifier le phénomene de stabilisation des frégaerautour de la probabilité d’'un événement.

Plus généralement, on se place dans un modélehilistea; on considére un événemente probabilité
P(A) et la variable aléatoing qui prend la valeur 1 si on obserest 0 sinon. La variable aléatoiXesuit la

loi de Bernoulli de parametne qui est égale ®(A). Une simulation permet d’observer le phénoméne de
stabilisation de la suite des fréqueriaisservéest, de réalisation de I'événemehtlors den répétitions de

la méme expérience aléatoire, vers I'espérancéqie est égale B(A).
La simulation qui a donné le graphique suivanéaréalisée pour un événeménde probabilitép=1/3.

0,50 1
<
[}
©
P
= 0,40 -
©
Q2
o M

T el Y

o W
'Y 0,30
g
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[=]
Q
(=]
=
g 4
3 0,20
‘o
fre

0,10 T T T T T T T T T 1

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Valeur de n

2 Un énoncé et une preuve de la loi faible des grawginbres sont proposés dans I'annexe 2.
3 Ces fréquences peuvent étre interprétées commaalgmnnes, c’est-a-dire la moyenne des valeursoéss
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Ainsi le phénomene de stabilisation (expressiorradjistre du langage courant pour dire qu'une siiéte
réels converge) est lillustration de la loi desms nombres et ce « phénomene » n'est justifiqiée
lorsque le modéle probabiliste est donné.

V. Utilisation des arbres pondérés

A — Exemple d’expérience aléatoire a deux épreuves

On se donne :
< uneurne contenant quatre boules indistinguables au toudbat trois boules bleues, notébs

b, et b, portant respectivement les numeéros 1, 2 et@&eboule rouge unique, noteée

« unjeu de six cartesdentiques portant chacune un chiffre en couleure carte avec un chiffre “1”
en vert, une carte avec un chiffre “2” en rouges oarte avec un chiffre “2” en bleu, une carte avec
un chiffre “2” en vert, une carte avec un chiff@ en rouge, une carte avec un chiffre “3” en bleu.

On considére I'expérience aléatoire suivaria préleve de fagon équiprobable une boule danad'ypuis
une carte du jeu. On note, dans 'ordre, la couldara boule extraite et le numéro inscrit sur éate.

On rappelle gu'un modele associé a cette expérialdetoire est défini par la donnée :
» de I'ensembl& de toutes les issues possibles de I'expérience ;
» d’'une probabilité® déterminée par ses valeurs pour chacun des évategiémentaires définis par
ces issues.

La liste de toutes les issues possibles peutréngée en utilisant I'arbre des possibles ci-dessbes issues
possibles pour cette expérience aléatoires sontdeples (R,1) ; (R,2); (R,3); (B,1); (B,2) ;8 ou B
désigne la couleur « Bleu » et R la couleur « Rouge

(R, 1)
(R, 2)
(R, 3)

(B. 1)
(B.2)
(B.3)

Figure 1

Une fois les issues toutes identifies, il s'agit tdouver la probabilité des événements élémestaire
déterminés par chacune des issues. |l est clait' émuaprobabilité n'est pas une réponse possiblteeffet,

on a des raisons de penser que la couleur « Bsswa» plus probable que la couleur « Rouge » etlgue
chiffre “2" a plus de chances de sortir que legemut en conséquence, l'issue (B,2) a plus de dsade
sortir que lissue (R,1).

Pour affecter une probabilité & chacune des issums allons considérer un autre modéle (qualéiéla
suite demodele intermédiaire qui prend en compte, pour la boule extraite,@deur et aussi son numeéro
éventuel, et pour la carte, le chiffre mentionnésnaaussi sa couleur. On peut recenser tous lelatsspar
I'arbre représentant les issues possibles ci-apres.
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Figure 2

On obtient4 x 6 résultats possibles. On peut les noter de la fagorante :1(,1) ; (r,2) ; (r,2) ; (r,2) ; (r,3) ;
(r.3); (b,1) ;5 (b,2); (b,2) 5 (b,2); (b,3) 5 (by,3); (by,1) ;5 (by,2) 5 (by,2) 5 (by,2) 5 (by,3) 5 (by,3) 5
(b3,1); (b5,2) ; (bs,2) ; (bs,2) 5 (by,3) 5 (by,3).

Chaque branche de I'arbre représente une isseengite tenu des conditions du tirage équiprobabléad
boule, puis du tirage équiprobable de la cartelyila pas de raison de penser qu'une branche ded'ait
plus de chances d’étre parcourue qu’une autre.eDhgonc considérer que chacune des issues préegden

la méme probabilité, égale—zézl , d’étre réalisée.

Dans le modéle intermédiaire, par exemple, I'évérenTirer une boule bleue puis une carte portant le
chiffre “2” » se représente mathématiquement par le sous-elesele® issues {,2) ; (b,,2); (b,2);

(by,2); (by,2) ; (by,2) ; (b;,2) ; (bs,2) ; (by,2)}. Par suite, la probabilité de cet événement segale a%
Revenant alors au premier modéle ou I'événeméritex une boule bleue puis une carte portant |efohi
“2" » se représente mathématiquement par I'événeménteétaire {(B,2)}, on prendrag4 pour la

probabilité d’obtenir I'issue (B,2). On peut faide méme pour les cing autres issues : (R,1) ; (RBX) ;
(B,2) ; (B,3).

Ce qui conduit au tableau ci-dessous donnant tdsapilités affectées a chaque issue du premier lmode

® (R1)]| (R2)] (R3] (B1)] (B,2)]| (B3
ey | L | 212|328
24 24 24 24 24 24
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B — Justification de I'arbre des probabilités

Si on revient a l'arbre (cf. figure 2) utilisé powmouver toutes les issues possibles du modéelemiétdiaire,

on constate que cet arbre est tres fastidieux sirdgs Dans la mesure ou on ne s’intéresse quaudbeur de

la boule et au chiffre inscrit sur la carte, ontpaléger sa construction, moyennant quelques cuiores de
lecture, pour retrouver l'arbre (cf. figure 1) diessues possibles du premier modéle pondéré par les
probabilités et justifier la regle des produitdaéacon suivante :

Etape 1

Partant de I'arbre de la figure 2, dans la mesurerone s’intéresse qu’a la couleur de la bouladeta son
numéro éventuel) et gqu’'au chiffre inscrit sur lateget non a sa couleur) on peut convenir de semtér
chaque branche de l'arbre de la figure 2 aboutisdda méme couleur de boule, par une seule branche
comprenant autant de traits paralléles qu'il y ebdales physiques de cette méme couleur. On pratede
méme en représentant chaque branche de l'arbre fitpute 2 aboutissant & un méme chiffre de cade,

une seule branche comprenant autant de traitséglasagu’il y a de cartes physiques avec ce mérniéech
inscrit avec des couleurs différentes. On obtiémgid’arbre plus simple de la figure 3 ci-aprés gontient
cependant autant de branches que celui de la fBjtoet se rapprochant de I'allure de I'arbre dédare 1.

(R, 1)
(R, 2)
(R, 3)
(B, 1)
(B, 2)
(B.3)

Figure 3
Etape 2
On peut alors simplifier davantage I'arbre de fufe 3, en représentant chaque branche par uriragul
pondéré par le nombre de traits composant la beaccirespondante dans I'arbre de la figure 3. Qieiat
alors I'arbre pondéré de la figure 4 qui suit :

R1)  1x1
(R,2)  1x3
(R,3) 1x2
(B,1)  3x1
(B,2)  3x3
(B,3)  3x2

Figure 4
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On remarque alors que le produit des hombres rémésofe long d’'un chemin représentant une issue du
premier modele est égal au nombre de chemins dbrd’ade la figure 2 qui réalisent I'événement
correspondant dans le modéle intermédiaire. Apwiy I'événement &irer une boule bleue puis une carte
portant le chiffre 2, c’est-a-dire (B, 2), le produiBx3 est égal au nombre de chemins dans le modéle
intermédiaire, soit 9.

Etape 3

Cette étape consiste a pondérer chaque brancharblee] non plus avec le nombre de traits compoksant
branche correspondante dans I'arbre de la figuneaBs avec le quotient de ce nhombre par le nonuat de
branches d’'un méme niveau. On obtient ainsi I'agaedéré suivant :

(R, 1) EX} :_1
4 6 24
1.3 3
R,2) —x==2
4 6 24
(R, 3) Exg :_2
4 6 24
(By 1) EX} :_3
4 6 24
3.3_9
_X—_ =
B2 4 6 24
2
— 3.2_6
B, 3 —X—=—
6 ( ) 4 6 24

Figure 5

On remarque alors que le produit des quotientst@ffeaux diverses branches d’un chemin aboutissane

issue donnée du premier modéle, par exemple pofy (Bproduitgxg, est égal a la probabilité, dans cet

9 : -
exemplea, que cette issue se réalise. Cette remarque ledtleygoour toutes les branches de I'arbre. Au

final, on peut constater que I'arbre de la figur@'ést rien d’autre que I'arbre de probabilitéscass a
I'arbre des possibles de la figure 1.

C — Généralisation et exploitation en Premiere

La méthode utilisée plus haut peut se généralis&ment au cas de la successionndexpériences
aléatoires. Considéromsexpériences aléatoireg,, E,, E;, ..., E,, comportant chacune un nombre fini

d’'issues (non nécessairement le méme pour chagpériemce). Considérons I'expérience aléatdire
obtenue par la réalisation successive (dans cet)odé ces expériences aléatoires. On peut alors dessiner
I'arbre de probabilités de I'expérienéedont chaque chemin représente une fs¢ineliqguée en bout de
branche) de I'expériencE. La probabilité gu'une issue se réalise est égalegproduit des probabilités
rencontrées le long du chemin représentant cete is

En classe de Troisieme et de Seconde, on s’estdste a la succession de deux expériences (éventant
trois), pas nécessairement identiques. Ces adtioité permis a I'éléve de se familiariser avecadses de
probabilités construits intégralement.

En Premiére, on s’intéresse surtout a la répétiiane méme expérience aléatoire, un certain nomlole
fois. Contrairement aux classes précédentes, cdneanpeut alors étre éventuellement grand, notamment
lorsqu’il s’agit de réinvestir les arbres de prabts dans le cadre de la loi binomiale.

* Une issue de I'expérien@eest une suited); , @, ,..., Wy ,...,w, ) 0l w, est une issue de I'expérienés .
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Un exemple d’activité sur la répétition d’'une méexpérience aléatoire a trois issues est propodéssious.
Il permettra a I'éléve de réinvestir ses connaissamcquises dans les classes précédentes girépdeer a
manipuler des arbres de probabilités, non nécessairt construits intégralement du fait du grand bvem
de répétitions de la méme expérience aléatoirsglait abordera I'étude des propriétés des coeffits
binomiaux.

La justification proposée précédemment pour lefegede calcul sur les arbres ne fonctionne que gesr
valeurs rationnelles des probabilités et 'on admet ces regles restent valables pour des valéelies
guelconques.

Exemple : répétition d’'une expérience a trois issie

On fait tourner la roue de loterie présentée cti@onon obtient la couleur « Rouge
avec la probabilité 0,5, la couleur « Bleu » avacptobabilité 0,25 et la couleu
« Blanc » avec la probabilité 0,25. Ensuite, ontfairner une deuxieme fois, puis ur
troisieme fois la méme roue dans des conditionstigees, et on note les couleul
obtenues.

1°) Un joueur est gagnant lorsqu’il obtient dan$ cedre les couleurs « Bleu »
« Blanc », « Rouge ». Quelle est la probabilité¢agner a ce jeu ?

2°) Quelle est la probabilité que le joueur obterdans le désordre les couleurs « Bleu », « Blanc »
« Rouge » ?

La réalisation d'un arbre pondéré permet de viss@diles calculs de probabilité demandés.

Pour la premiére question, il suffit de considéter seul chemin Bleu-Blanc-Rouge qui a donc pour
probabilité 0,25x 0,25x% 0,5.

Pour la deuxiéme question, il reste a considérer3echemins qui comportent les trois couleurs dans
désordre. La probabilité de chaque chemin est 8,025x 0,5 donc la réponse est3),25x 0,25x 0,5.

A travers cette activité on rencontre ainsi desntims de méme probabilité, situation qui sera reprs
moment de l'introduction de la loi binomiale.
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V. Loi géométrique tronquée

Les situations de répétition d’'une méme expérieaméatoire, reproduite dans des conditions idensique
constituent un élément fort du programme de Pramiér

L’introduction de laoi géométrique tronquégrésente de nombreux avantages :
« travailler des répétitions d'une expérience de Beltn;
« envisager ces répétitions sous I'angle algoritheigu
« présenter une situation d’arbre pour lequel tos€kemins n’ont pas la méme longueur ;
« exploiter hors de I'analyse les propriétés desesujeométriques ;
« exploiter hors du cadre habituel des résultatsifekala dérivation ;
- travailler les variables aléatoires.

A - Etude de la loi géométrique tronquée
< Approche de la loi géométrique tronquée

La probabilité gu’'un atome se désintégre par uniéetemps est 0,07. On décide d'observer cette
désintégration en limitant le temps d’attente & a0idés de temps, et I'on convient de noter O loes@pres
100 unités de temps, l'atome n’est pas encore wEgin On distingue ainsi cette situation de la
désintégration lors de la 100nité de temps.

On peut concevoir un algorithme qui affiche unéesde 200 temps d’attente avant la désintégratiorsi

gue le temps moyen d’attente calculé a partir 8268 valeurs.

On constate que les temps d’attente avant désatiégrsont, individuellement, extrémement imprélis.
En revanche, la moyenne sur 200 expériences asivezhent stable avec des valeurs autour de 18y 14.
Il est donc sans doute intéressant d’étudier de pplés la loi de la variable aléatoire « tempstelae ». On

montre que I'espérance de cette variable aléataineg) 1-8x 093'?|, soit environ 14,2.

On a relevé ci-dessous, sur tableur, 10 série@aeips d’attente. La moyenne et I'écart-type ligqoe
série sont affichés. Cela permet de constater anrihidispersion des valeurs individuelles estdgaaiors
gue celle des moyennes est petite.

A B Cc D E F G H I 1 K L
1  numéro/série 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
2 1 9 2 1 42 27 14 13 9 10 18
3 2 10 27 4 9 2 8 2 4 1 53
4 3 1 5 16 1 5 8 5 18 15 3
5 4 12 42 23 2 71 13 4 15 41 5
6 5] 4 15 3 23 13 3 1 3
7 6 18 26 48 139 35 1 3 1 3 17
8 7 5 1 27 139 32 10 12 11 4 1
9 8 2 5 12 2 18 4 2 12
10 9 18 46 12 29 61 8 18 19 3 4
11 10 1 1 4 28 7 3 [ 5 2 2
191 190 12 1 4 16 8 2 3 40 28
192 191 1 7 18 1 ] 15 3 4 28
193 192 16 8 18 ] 1 3 9 1
194 193 18 2 15 20 10 41 16 40
195 194 7 ] 17 12 4 5 9 4 1 13
196 195 3 7 1 18 14 20 19 2
197 196 44 2 5 ] 44 26 3 3 1 1
198 197 10 16 1 20 29 30 ] 19 1 ]
199 198 92 4 2 10 4 18 20 5 37 2
200 199 9 27 3 58 17 24 1 4 29
201 200 2 5 15 10 34 16 5 4 1 10
202
203 :mps moyen d'attent  13.415 1475 13.75 13.375 14.745 14535 12.685 13.37 13.945 14.905
204

205 | ecart type de la série 13.321891 13.751636 12985665 12.110094 14.024977 12268202 11.234579 14.093371 12.625053 13.493553

Anc
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< Définition de la loi géométrique tronquée

Soit p un réel de I’intervalle] 0,1[ etn un entier naturel non nul. On considére I'expéealéatoire qui

by

consiste a répéter dans des conditions identignesexpérience de Bernoulli de paramégiravec au
maximumn répétitions et arrét du processus au premier succé
On appelldoi géométrique tronquée de parametres etp la loi de la variable aléatoidé définie par :

- X =0° si aucun succes n’'a été obtenu :

-pourlsks<n, X =k sile premier succés est obtenu a I'étape

< Expression de la loi géométrique tronquée

L’arbre permet de déterminer la loi de la variaddksatoireX décrite ci-dessus, c'est-a-dire la loi géométrique
tronquée de parameétratp, oun un entier naturel non nul ptun réel de I‘intervallei 0,1[ .
- si aucun succes n'a été obtenu= et®P(X =0)=(@1-p)" ;
- pourl<sk<n, le premier succés est obtenu a I'étapeur le chemin qui présente dans l'orére 1
échecs et un succeés, do®(X =k) = (1L- p)**p.

n
On vérifie facilement quez P(X =k) =1 (exploitation des sommes de suites géométriques).
k=0

« Algorithme de simulation
Le processus lié a la loi géométrique tronquéeamst a mettre en ceuvre avec un algorithme. Il tsoifi

remarquer que l'instructiomnt(NbrAléat + p) génére un nombre aléatoire entier qui vaut 1 dsec
probabilitép, et 0 avec la probabilité- p .

® La convention, X =0 si aucun succés n'a été obtenu, permet d’assaeemiémes valeurs pouP(X =k) et
P(Y =k) pour kD[l, nl] si X suit la loi géométrique tronquée de paramétreetp, Y la loi géométrique tronquée
de paramétres, etp, avecn; <n,.
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En langage naturel

Entrées :

Initialisations :

Traitement :

Sortie :

valeur de
valeur dep
aprend la valeur 0
k prend la valeur O
Tantqua=0etk<n
a prend la valeur ent(NbrAléatp)
k prend la valeuk + 1
Fin de la boucle "tant que"

Sia= 0

Alors  afficher messageX'="
valeur dea

Sinon  afficher messageX'="
valeur dek

Fin de l'instruction conditionnelle

Avec une calculatricémodéle T1 84+)

L’instruction "et" se trouve dans le catalogue.

Avec le logiciel Algobox

PEOGREAM: GEQMHP
tPromrt. H.F
s 8+H
=+
ﬁMhile A=A et k<
tent.(HbrAléat+PX
+H
P+ K
:End
:If A=A
:Then
:0DisFr "®¥=":HA
tEl=e
iDizFp "H=":K
‘End
1  VARIABLES
2 n EST DU _TYPE NOMERE
3 D EST_DU_TYPE NOMERE
4 k EST DU _TYPE NOMERE
5 a EST DU _TYPE NOMERE
€  DEBUT_ ALGORITHME
7 LIRE n
] LIRE p
] a DREND LA VALEUR 0
10 k PREND LA_VALEUR 0
11 TANT QUE (a==0 ET ken) FAIRE
1z DEBRUT_TANT_QUE
13 a PREND LA VALEUR floor(random()+p)
14 kK PREND_LA VALEUR k+1
15 FIN_TANT (QUE
1& SI (a==0) ALORS
17 DEEUT_SI
13 AFFICHER "X="
13 AFFICHER a
20 FIN_SI
21 SINCON
232 DEEUT_SINON
23 AFFICHER "X="
24 AFFICHER k
25 FIN_SINOM

26 FIN ALGORITHME
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Avec le logiciel Scilab

1 |//loi geowetricque tronguee

Z Sfi=rang du premier succes si succes, 0 sinon
3 k=0;

4 a=0;

5 n= ["donner le nombre de lancers : ") ;

& p= ["donner la probabilite d''un succes @ ")
7 |while [&==0 & k<n)

G a=floor (rand()+p);

9 k=k+1;

10 ([Me="+ztring(a), "k="+ztring(k)])

11 end

12 |if a==1 then

13 ("= "+string(k))

14 2lae [rE=0m)

15 |end

Il est possible de modifier cet algorithme poureoiit une série de valeurs de la varia¥lésoir annexe 3).

Grace a ces données, on peut alors visualiser eprésentation graphique de la distribution de la lo
géomeétrique tronquée.

< Représentation graphique

Les diagrammes ci-dessous sont obtenus pour des sér 1000 valeurs avec d’'une part 0,3 et d’autre
partp = 0,8. Il est frappant de noter que lorsguevient grand les histogrammes ont des allurebisdtes.

taille 1000, n=5, p=0.3 taille 1000, n =5, p=0.8
400 1000
200 I:_l 500 I
o Q T T
a 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 s
taille 1000, n=10, p=0.3 taille 1000, n=10, p=0,8
300 1000
o 800 I
600 1
LY 400 |
200
° oML
01 2 3 456 7 8 9 10
012 3 456 7 8 910
taille 1000, n=30, p=0.3 taille 1000, n=30, p=0,8
400 1000
300
200 500
100 1
0 “IJJFJH ...................... B
0 2 4 6 8 101214 16 18 2022 24 26 28 30 02 46 81012141618202224262830

taille 1000, n=60, p=0.3
taille 1000, n=60, p=0,8

300

1000
| 800

200
500
100 400
200

a 0 Llnlnlnl\H|H|H|H||Hluln\\unl\nlnlnluln\lu

0 4 8 121620242832 36 4044 48525660 0 4 B12162024283236404448525660

L'étude de I'expression de la loi géométrique tnadg va permettre d’expliquer en partie ces obsenst
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La suite de terme général(l- p)“* est décroissante, donc I'allure générale des aiimgres (hormis le

baton correspondantla=0) se trouve confirmée.

Pour p= 03, on obtient en fonction de:

P(X =0)= (07)" et pourlsk<n, P(X =k)=03x (07)“*.
Il est facile de vérifier avec une calculatrice que

(0,7)" < 0p05pourn > 14 et 03x (0,7)™* < 0p05pour k > 12

Ainsi, pour les diagrammes correspondant aux valeur 30 etn = 60, il n’est pas surprenant de ne voir
figurer aucune réalisation de la valeur 0. De méewbatons correspondant aux valeurk dapérieures ou
égales a 13 ont une hauteur pratiquement nulle.

Pour p= 08, on obtient en fonction de:
P(X =0)=(02)" et pourl<sk<n, P(X =k) =08x (02)*.
(02)" < 0p02pourn > 3 et 08x (0,2)“™* < 0,00050ur k > 5,

Les diagrammes correspondants sont compatibles ea®waleurs seuil. En particulier, paur= 5, on
n’'observe pas de réalisation de la valeur 0.

< Espérance de la loi géométrique tronquée

Au niveau de la classe de Premiére, la détermmal® I'espérance de la loi géométrique tronquée de
paramétres etp mobilise & la fois les suites géométriques eélavdtion.
Sans étre exigible, cette activité peut faire ktlg'un travail de recherche.

Activité :
Pour tout I'exerciceX désigne une variable aléatoire de loi géométriquequée de paramétrasetp. On
pose :g=1-p.
n n
1. Montrer queE(X) = pY k(- p)**=p)Y kg*=p [1+ 2q+3q% +---+ng"|.
k=1 k=1

2. Soit f la fonction définie sur I’intervalle}o,l[ par: f(X)=1+x+x?+---+x".
a. Pour tout réex de I’intervalle] 0,1[ , écrire f X )sous la forme d’'un quotient.
b. Vérifier que la fonctionf est dérivable sur I’intervalld 0,1[ et calculer deux expressions
différentes def ' X pour tout réek élément de I’intervalle] 0,1[ .

n
c. En déduire le calcul de la somrie 2x +3x> +---+nx"* =" kx“™ pour tout réek de
k=1
lintervalle ] 0,1[ :
3. Prouver I'égalitéE(X) =l[1— @+np)@a-p)"|.
p

4. Utiliser un outil numérique ou graphique pour émgetine conjecture sur la limite d& X I9rsquen
tend vers linfini.
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Remarque :

La limite de E(X) semble étre égale-%t (voir les illustrations eannexe 3
p

Pour démontrer ce résultat, la principale diffiéudist de calculer la limite enco de la suite(u,, Yle terme
généralu, =n(1- p)".

. - Uy, .
Pour cela, on peut considérer la suite, définie parv, =—"1. Elle converge versl- p qui est
u

n
strictement inférieur a 1. On obtient la limiteldesuite (u, ) par comparaison avec une suite géométrique de
limite nulle.

B — Exemples d’activités
+ Limitation des naissances

(D'aprés Claudine ROBERTContes et décomptes de la statistighd. Vuibert. Voir aussi le document
ressource de 2000 rédigé par Claudine ROBERT.)

Enoncé

Pour limiter le nombre de filles dans un pays (image ?), on décide que :

- chaque famille aura au maximum 4 enfants ;

- chaque famille arrétera de procréer aprés la naissgiun garcon.

On considére que chaque enfant a une chance surddve un garcon ou une fille et que, pour chaque
couple de parents, le sexe d’'un enfant est indéperttl sexe des précédents.

Ce choix a-t-il la conséquence attendue, a sawodliminuer le nombre de filles dans la population ?

Il n'est pas inintéressant de solliciter d’abord euméponse a priori, c’est une facon d’entrer daes |
probleme et de motiver son étude.

Simulation de I'expérience sur un tableur

Les naissances d'une famille se simulent sur ugreeli On passe facilement a la simulation pour 1000
familles en recopiant les formules.

On entre en A4 | =ENT(ALEA()+0,5)

et en B4 ;| =SI(OU(A4=1;A4=""):"":A4+ENT(ALEA()+0,5|, que I'on recopie jusqu’a D4.
On décompte le nombre d’enfants en E4 : =NB(AZ_1]:EI4)3 nombre de garcons en F4 : =NB.SI(A4:D4;1).
Il reste a recopier les formules de la ligne 4 yi&da ligne 1003. Le calcul d¢, G etP est alors immédiat.

A B c D E F [E] H J 58

1 Chague colonne représente une

naissance. Le nombre indigué est le
2 nombre de gargons.
3 Naissances Enfants |Garcons| [Nombre total d'enfants: N = [ 1896
4 a a a 1 4 1
5 1 1 1 [Nombre total de gargons: G =[ 933
g 1 1 1
7 0 1 2 1 [Proportion de gargons: p= [ 0435
g 1 1 1
a 1 1 1
10 a 1 2 1
11 a 1 2 1
12 1 1 1
13 1 1 1
14 a 1 2 1
15 1 1 1
16 a a 1 3 1
17 1 1 1
18 1 1 1
19 a a a a 4 a
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La simulation montre clairement que la proportiengarcons semble bien rester voisine de 0,5. Liicna
nataliste mise en place n'aurait donc aucun etfietasmodification de cette proportion.

On observerait la méme chose lorsque la probabiitéaissance d’'un garcon est éggte a
Représentation a I'aide d'un arbre

Le traitement mathématique a I'aide de I'arbre perde valider les conjectures émises avec le tableu

Nombre total | Nombre total Probabilité
d'enfantsN | de garconsG
y F —» famille FFFF 4 0 1/16
1//2 ] \
1//2 F \ e G —> famille FFFC 4 1 1/16
1/2 i -
1//2 F \ G —» famille FFC 3 1 1/8
12>~ ¢ — famille FG ” 1 14
% G —> familleG 1 1 2
EN) =22 E©)=22 doncEE) -1
8 16 E(N) 2

Cette situation peut se préter a une différencrapédagogique selon que I'on envisage la valpar 05 ou
p quelconque, selon que I'on s’en tienne a 4 esfaatplus ou que I'on généralise a n enfants as.plu

Généralisation

On considére I'expérience aléatoire qui consistépéter dans des conditions identiques une expérida
Bernoulli de paramétrp avec au maximum répétitions et arrét du processus au premier su€a@ note
toujours X la variable aléatoire qui représente le rang disucces et qui vaut O si aucun succés n'a été
obtenu. La variable aléatoikesuit la loi géométrique tronquée de paramétresp.

On consideére les variables aléatoikesiombre de succés Bt nombre d’étapes du processus aléatoire.
La loi de la variable aléatoirk est trés simple, elle ne prend que deux valeetslCavec :

P(A=0)=P(X=0)=(1-p)"
k=n
P(A=1) =) P(X =k)=1- (1~ p)"
k=1
L’'espérance de la variable aléatoirest donc :E(A) =1-(1-p)".

La variable aléatoir8 prend des valeurs entre Inadvec :
-pourlsksn-1, PB=k) =P(X =k)=1-p)*p ;
-pourk=n, P(B=n)=P(X =0)+P(X =n)=(1-p)" +(1-p)" p.
L'espérance de la variable aléatd®est donc :

n-1
EB)=> kp-p)** +n[pa-p™ + a-p)"),
k=1
soit E(B) :Zn: kp@-p)“* +n(- p)", ou encoreE(B) = E(X)+n(l- p)".
k=1

On obtient aprées simplificatio&(B) :1[1— @L- p)“].
p
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Conclusion si I'on répete un grand nombre de fois ce pracesen étapes au maximum (ceci quelle que
soit la valeur de I'entien), on obtient en moyenne un nombre de succés éfal(B- p)" pour un nombre

moyen d’étapes égal {3}—[1—(1— p)”]. Ainsi, en moyenne, la proportion de succés eateégp. Il est
p

remarquable de retrouver cette probabilité de syapéel que soit le nombre maximal d’étapes dugs®igs.

% Le paradoxe de Saint-Pétersbourg

Formulé par Nicolas Bernoulli en 1713, ce probléar&té approfondi par son cousin Daniel Bernoulfisda
I'ouvrageles transactions de I’Académie de Saint-Pétershareqyui lui a valu son nom.

Enoncé

Un joueur joue contre la banque au jeu de « pildame », en misant toujours sur « face ». Il addate
stratégie suivante : il mise un euro au premiempcat s'il perd, double la mise au coup suivantt gue

« face » ne sort pas. S'il gagne, il récupére sseraugmentée d'une somme équivalente a cette hase.
joueur dispose d'une fortune limitée, qui lui petrde perdre au maximumcoups consécutifs et, si « pile »
sort n fois de suite, le joueur ne peut plus miser edtarte jeu. La fortune de la banque, elle, n'est pa
limitée.

Une partie consiste pour le joueur a jouer, sosame le lui permet, jusqu’a ce que « face » sorte

Il s’agit de déterminer la probabilité qu'a le jamede gagner une partie, son gain algébrique mqgen
partie, et d'analyser I'intérét pour le joueur dagr a ce jeu.

Traitement mathématique

Pour modéliser la situation, on suppose que leuolance la piéca fois : si « face » sort avant teieme
coup, le joueur ne mise rien les coups suivantssdwdil jouen fois de suite a « pile ou face », on note :

- AsI'événement « le joueur obtientpiles » ;G = A, I'événement : « le joueur gagne la partie » ;

- X lavariable aléatoire qui comptabilise le randalpremiére face, et I'on convient que ce rang est
égal a 0 si « face » ne sort pas ;

- Ylavariable aléatoire qui donne le gain algébridugoueur.

On envisage d'abord le cas ou le joueur disposeadfartune limitée, par exemple a 1000 €.
Le joueur double sa mise tant qu’il perd. Sa foetlui permet de tenin coups, ou il mise successivement

(en euro) 1, 2,2°, ..., 2", tant quel+2+..+ 27 <100( La formule sommatoire sur les suites
géométriques simplifie cette inégalité e®":— 1< 100C. D’ou n=9.

On obtientP(A,) =2—19= 0002, d'oll P(G) =1~ P(A,) =1—2—19= 0998,

La variable aléatoirX suit la loi géométrique tronquée de paramétre!s—Jg.dEIIe prend les valeurs entieres

R o _1 : a1 1)_ 1
de0a9, ave®(X =0)=P(Ay) =58 et, pourk compris entre 1 et 9P(X =k) —F(l—aj =

OnvérifiebienqueiP(X:k):(1+_1+ +_1j+_1:1
k=0 2 2 T 2) 2 7

Déterminons les valeurs de
Si « face » sort pour la premiere foiskai@me coup (avec 4k < n), le joueur a misé au total une somme en

euro égale d+ 2+ ..+ 27, il gagne le double de sa derniére mise, 8it2**. Son gain algébrique est
donc égal @ — (1+ 2+ ..+ 2, c’est-a-dire 1 €.

Si « face » ne sort pas, le joueur a perdu to@esnses, soit (en eurdy 2+ ..+ 2= 2 - 1= 51.
On en tire la loi de la variable aléato¥fet son espérance mathématique :
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Valeurs deY +1 -(2°-1) 1 1
E(Y)=1x[1- 2 |- (2 - Ix—= = 0.

Probabilités -1 < (v) ( 29J (Z-1x
2 2

Simulation de 1000 parties en 9 coups au plus sunuableur

On code la sortie de « face » par « 1 », celle pidew par « 0 ».

On place en Al la formule =ENT(2*ALEA])) ,
puis en B1 la formule =SI(OU(A1=1;A1="");"":ENT(ZLEA()))|, que I'on recopie jusqu’en I1 ;
enfin on place en K1 la formule =SI(SOMME(A1:11)PERDU";"GAGNE") .

Les formules précédentes sont recopiées jusqlignia 1000.
Il reste alors en décompter en M1 le nombre dagsaperdues, avec la formule :
ENB.SI(K1:K1000;"PERDU') .

A B C D E F G H J K L it N
Nombre de
parties perdues

GAGNE
GAGNE

1 1

2 1

3 0 0 0 1 GAGNE
4 0 1 GAGNE
5 1 GAGNE
6 0 1 GAGNE
7 1 GAGNE
8 0 1 GAGNE
9 1 GAGNE
10 1 GAGNE
11 1 GAGNE
12 0 0 0 0 0 1 GAGNE
13 0 0 0 0 1 GAGNE
14 1 GAGNE
15 0 0 0 0 0 0 0 0 0 FPERDU
16 0 1 GAGNE
17 1 GAGNE
18 0 1 GAGNE

Quoique faible, la probabilité de perdre n’est pégligeable. Sur la simulation précédente, on séjiieque
le joueur perd effectivement 6 parties sur 100pehd donc six fois 511 €, soit 3066 €. |l a gagaé parties
qui lui rapportent chacune 1 €, soit un gain ta&l994 €. Il a donc perdu 2972 euros sur 1000gsarsioit
environ 3 euros par partie en moyenne.

Conclusions de I'étude : deux paradoxes

Chaque partie gagnée rapporte 1 € au joueur. 8ireme était illimitée (ou simplement trés grande)
probabilité de gagner, égalelaz—ln, aurait pour limite 1, et permettrait au joueurgdgner chaque partie. Il

semble donc que la stratégie du joueur constitwe«wmartingale » infaillible. Le jeu semble favdeahu
joueur.
Cependant, puisqueE(Y):O, le jeu est honnéte. La stratégie mise en placmeloane espérance de gain

identique a celle du simple jeu de pile ou facesCun premier paradoxe.

Par ailleurs, ce probleme montre la limite de léiamod’espérance pour juger si un jeu est favorable
effet, la simulation précédente a révélé que laepest importante, et qu’elle se produit plusiefois sur
1000 parties. Peu de joueurs s’aventureraient darjeu pourtant honnéte ou I'on risque de perdoes,gr
méme si ce risque est faible, alors que I'on gagme C’est la le deuxiéme paradoxe.
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La notion de risque, liée a celle de la dispergienla variable aléatoire « gain », est un élémeéaisd
d’appréciation d'un jeu. Le paradoxe de Saint-Réimurg est I'un des problemes ayant donné naissalece
théorie de la décision en économie. Dans cetterithéon formalise en particulier la notion fenction
d’utilité, qui mesure le degré de satisfaction d’un consaeuma

VI. Loi binomiale
A - Définitions
< Approche de la loi binomiale

Les exemples suivants proposent, en s'appuyantesuoutils déja disponibles, une découverte deoia |
binomiale avant sa formalisation mathématique. @esivités sont congues de facon a faciliter une
formalisation progressive de ces notions.

Exemple 1 mise en place du vocabulaire

On fait tourner la roue de loterie présentée cii@non obtient la couleur « rouge » avec
probabilité 0,75 et la couleur « bleu » avec lebphilité 0,25.

Le joueur est gagnant lorsque la fleche s’arrételaszone bleue comme sur la figure ¢
contre.

On décide de noter S (comme succes) cette évdptealde noter E (comme échec) I'éventualité camstra
c’est-a-dire « la fleche tombe sur la zone rouge ».

Une expérience a deux issues, succes ou échecagselée « épreuve de Bernoulli ». La loi de Berndul
de parametre p est la loi de la variable aléatoire qui prend la &leur 1 en cas de succes et 0 en gas
d’échec, oup désigne la probabilité du succes.

Consigne aux éléveson joue trois fois de suite dans des conditionsitidaes et on désigne parla
variable aléatoire qui donne le nombre de succésnab. Réaliser un arbre pondéré représentant cette
situation et en déduire la loi de la variable al&atX puis son espérance mathématique.

On parlera de « schéma de Bernoulli » lorsqu’'on efictue une répétition d’épreuves de Bernoull
identiques et indépendantes.

Exemple 2 schéma de Bernoulli pour un parametre p quelconque
On fait maintenant tourner la roue de loterie pmé&se ci-contre : on obtient la coulet

« Bleu » avec une probabilité qui dépend de I'amgdiiqué sur la figure et qui est notge
On obtient donc la couleur « Rouge » avec une (bibitéade 1- p .

On décide encore de noter S (comme succes) cetteualité et de noter E (comme éche

I'éventualité contraire c’est-a-dire « la flechentme sur la zone rouge ».

1°) On répete quatre fois cette épreuve de Berndellparamétr@. Représenter cette répétition par un arbre
pondéré a quatre niveaux.

2°) On définit alors la variable aléatoXetgale au nombre de succes obtenus a l'issue dé® gépétitions.

En utilisant I'arbre, déterminer la probabilité dag€nements suivants :

{x=0} {x=4 {x=1 {x=2.
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Il faut observer que les probabilités S <
P(X =1) etP(X =2) s’obtiennent en

comptant les chemins qui conduisent S <
E <

respectivement & 1 et a 2 succes.

4 . .
On note(lj etonlit « 1 parmi 4 » le S <
E <

nombre de chemins qui conduisent a 1

4
succes exactement. I¢i, [=4. S <

S S~
on note(:j et on lit « 2 parmi 4 » le / E <
nombre de chemins qui conduisent a 2 E
4 _— S <
succes exactement. I{iQJ =6. E

m ¢omm »m Mounmounmnme M unm O

Exemple 3utiliser une représentation mentale de I'arbre péré
On décide maintenant de répéter cing fois cetteuder de Bernoulli et on note toujouXsle nombre de
succes obtenus a I'issue des cing répétitionséabisation de I'arbre pondéré devient fastidieuse.
1°) Sans réaliser I'arbre, mais en s’inspirant @equi a déja été fait, déterminer la probabilités de
événement§X =0} et {X =5}.
2°) On s’intéresse dan s cette question a la pilitgatie I’événemen{x = 2}.

a) Quelle est la probabilité d’un chemin conduisaaxactement deux succes ?

b) On note[zJ et on lit « 2 parmi 5 » le nombre de chemins quiduisent & 2 succes. Déterminer ce

nombre en utilisant I'arbre déja réalisé pourpgétiions.

Il'y a deux fagons d’obtenir 2 succés selon qu’ddeniére étape on obtient un succés ou un échec.
- Si la derniére étape donne un échec, il fautmemles chemins qui au niveau précédent conduisaie
déja a 2 succes. Avec l'arbre déja réalisé, on gaé 6 chemins sont dans ce cas.
- Si la derniére étape donne un succes, il faatter les chemins qui au niveau précédent condnsai
un seul succés. Avec l'arbre déja réalisé, on gaé 4 chemins sont dans ce cas.

En conclusion6+4=10 chemins de 'arbre des 5 répétitions conduiseBtsicces, soit avec les notations

w3

Enfin la réponse attendue esP{X =2)=10p?(1- p)* ou P(X = 2):[2jp2(1— p).

< Définition de la loi binomiale

On considére une épreuve de Bernoulli de paranpétiin schéma de Bernoulli associé aépétitions de
cette épreuve peut étre représenté par un arbcEpbgui comporta niveaux.

Par définition, la loi binomiale de paramétres n pt notéeZn, p), est la loi de la variable aléatoire X qui
donne le nombre de succes dans la répétition dgmeéves de Bernoulli de parametre p.
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Quelques cas particuliers

Calcul deP(X =0) etdeP(X =n)
L’événement{x =O} est réalisé sur I'unique chemin de I'arbre qucoenporte que des échecs, c'est-a-dire
le dernier chemin de I'arbre qui est constituédeanches qui ont toutes la probabilité p .
D'ou le résultat :P(X =0)=(1- p)".
L'événement{x = n} est réalisé sur I'unique chemin de I'arbre qucnenporte que des succes, c’'est-a-dire
le premier chemin de I'arbre qui est constituédeanches qui ont toutes la probabifité
D'ou le résultat :P(X =n)=p".

Calcul deP(X =1) etdeP(X =n-1)
L’événement{X :]} est réalisé sur les chemins de I'arbre qui congmbréxactement un succésret 1
échecs. La probabilité de chacun de ces cheminsp@t p)"™.

Il reste a déterminer combien de chemins de ce figpeent dans I'arbre pondéré. Cette questioraesez
simple dans la mesure ou il suffit de repérer d giveau de I'arbre figure I'unique succeés. Il ydancn
possibilités et aingi chemins qui réalisent I'événemex =1} .

Dol le résultat :P(X =) =np (L- p)"*.

L'événement{X =n-1} est réalisé sur les chemins de I'arbre qui conemorexactemenh - buccés et
1 échec. La probabilité de chacun de ces cheminsgEs' (1- p).

Il reste a déterminer combien de chemins de ceftgpeent dans I'arbre pondéré. Comme précédemnient,

suffit de repérer a quel niveau de I'arbre figutmigue échec. Il y a donc enconepossibilités et aingn
chemins qui réalisent I'événemefX =n-1} .

Dol le résultat :P(X =n-1)=np"* (1-p )
% Coefficients binomiaux

Pour déterminer par exemplB(X =  @n procéderait de la méme facon : la probabilgé&ldaque chemin
qui réalise exactement deux succes epf(l— p)"_z. Il faut ensuite multiplier cette probabilité pher

nombre de chemins qui présentent exactement deaesuCe nombre est nc{tgj et on lit « 2 parmn ».

Il peut étre obtenu avec une calculatrice ou ave@hbleur.

Plus généralement :

Si n est un entier naturel et si k est un entiernapris entre 0 et n, on not%kj et on lit « k parmi n » le

nombre de chemins qui réalisent exactement k sucdéss I'arbre a n niveaux, associé a un schéma|de
Bernoulli. Ces nombres sont appelés coefficientsdmiaux.

n . , . - .
Ces nombre%kJ sont par construction des entiers et I'étude miécte nous fournit quelques valeurs :

. . n n
- quel que soin, entier naturel (OJ =1 ; ( J =1,
n

: : n
- quel que soinh, entier naturel non nul[:lj

(g e

n
>
7~ N\

5
-
Nl
n
>
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B — Propriétés
< Expression de la loi binomiale

La probabilité de chacun des chemins qui réaliseattemenk succes espk(l— p)”_k. On obtient donc :

Soient un entier naturel n et un réel p de l'intealle [0,1]

La variable aléatoire X égale au nombre de succé@ngsl la répétition de n épreuves de Bernoulli de
parameétre p suit la loi binomiale#&n, p), avec pour tout entier k compris entre Oret

P(X =K) =(EJ p* (1- p)"*

Remarque : les coefficients blnomla&éJ interviennent comme coefficients dans la formutadyale ci-

dessus, mais aussi dans la formule du binbme deddeyui donne le développement (ie+b)” pour tous
réelsa etb.

« Propriétés des coefficients binomiaux
Symétrie

Le nombre de chemins réalisant-k succés est aussi le nombre de chemins réalisaéthecs. Par
symétrie, on obtient autant de chemins réalikaniccés que de chemins réalidaéthecs.

. . . . . n n
Si n est un entier naturel et si k est un entiemapris entre 0 et nalors (kJ =( J

Formule de Pascal

Il s’agit ici de calculer un coefficient binomiadsocié an +1 répétitions a partir des coefficients calculés sur
I'arbre réalisé au niveau

- : . (n+1 : Co .
Le coefficient blnomla(k J donne le nombre de chemins qui réalisent exactekenl succes.
+

Il'y a deux facons d’obtenik + 4uccés suivant qu’a la derniére étape on obtiesuaces ou un échec.
- Si la derniére étape donne un échec, il fautptemes chemins qui au niveau précédent conduisaie

N . . n _
déja ak + 1succés. On sait q{ek J chemins sont dans ce cas.
+

- Si la derniére étape donne un succes, il fanipter les chemins qui au niveau précédent conauisai

. ) n )
exactemenk succes. On sait qx{ekJ chemins sont dans ce cas.

_ n n . e , . N
En conclu5|on,[kJ+(k J chemins de l'arbre dea+ @épétitions conduisent B+ ducceés, d'ou le
+

résultat :

. . . . . n+1 n n
Si n est un entier naturel et si k est un entiemapris entre 0 et -1, alors = + .
k+1 k k+1
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Deux facons d'obtenirk + 1 succes en + 1 étapes

n premiéres étapes n + 1)-ieme etape
n . H
(kJ chemins

k succes Succes

n .
chemins
(k +1]

k+1lsucces ———>— Eche

Somme des coefficients binomiaux
En ajoutant tous les coefficients binomiaux obteswsun arbre da répétitions, on obtient le nombre total

de chemins de l'arbre. Or cet arbre compartaiveaux et a chaque niveau on multiplie le nomibee
chemins existants par 2. Le nombre total de cheashdonc 2 On obtient la relation :

({02
Z = + + ... =2".
—=\k) \0) 1 n
On pourra se reporter @hinexe Spour I'utilisation de quelques outils de calcul al& loi binomiale.

< Représentation graphique

Dans ce document, on parle de « grande binomisien 25et 02< p< 08 - conditions énoncées dans le
programme de Seconde —, et dans le cas contraip@grée de « petite binomiale ».

Petites binomiales

Diagrammeen baton de B(n;p) Diagramme en baton de B(n;p)

04000 03000

03500

02500

03000
02000

02500

02000 01500

01500

01000

[JEpE B BN .
00500

0,000 I
I = 00000 i

0,0000

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

n=10; p= 015 n=15; p= 085
Grandes binomiales

Diagramme en biton de B(n;p) Diagramme en biton de B(n;p)

nnnnn

nnnnn

00000 i i,
0000
SRR IE PR R A LSRRI LEOEEN LS RSP PP PR A R N I I T e I SO QY

n=40; p=025 n=80; p= 085
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L'observation des différentes représentations goags permet de constater les comportements saivant
- déplacement vers la droite du diagramnmefixé en fonction de la croissance e constatation analogue
sip est fixé et augmente ;

- allure symétrique « en cloche » des grandes hales; il est facile de démontrer I'exacte syngéte la
représentation lorsqup =05 ;
- dispersion maximale lorsque= 05

< [Espérance et écart-type

Il s’agit ici de proposer une activité conduisanirge conjecture sur I'expression de I'espéranake dtcart-
type d’'une loi binomiale.

On utilisera le tableur pour calculer, a l'aideldestruction SOMMEPROD, I'espérance et la variamela

loi %(n, p) pour différentes valeurs de et p. La variance est obtenue a partir de la relation
V(X)=E(X?) - E(X)? (cette formule n’est pas un attendu du programme).

Pour la copie d’écran ci-dessous la valeupdsst 0,2 et les valeurs devont de 5 a 50 avec un pas de 5
unités.

La feuille de calcul est congue pour admettre ddsws den entre 0 et 100.

Dans les cellules de B3 a K3 on a saiﬁﬂSBl.

Dans la cellule B7 on a saisi|; =SI($A7<=B$4;LONBMIALE($A7;B$4;B$3;0);" ") pour demander
I'affichage de la probabilité de{X = k}, uniqguement lorsquek<n et une cellule vide dans l'autre

alternative.

Dans la cellule B110 on a saisi: =SOMMEPROD($A%67;B7:B107) pour obtenir 'espérance de la
variable aléatoireX de loi binomiale de paramétreset p. L'adressage absolu sur la premiére colonne
autorise la recopie vers la droite de cette formule

Dans la cellule B112 on a saisj : =SOMMEPROD(($¥07)"2;B7:B107) pour obtenir 'espérance de la
variable X 2.

La variance s’obtient alors en B116 avec la formai®112-B1138.

On peut aussi obtenir la varianceXleomme espérance c(e( - E(X))2 en saisissant dans la cellule B116
la formule 1| =SOMMEPROD(($A7:$A16B110)"2;B7:B107).

A B C D E F G H J K
1 p 0.2
2
i »p 02 02 02 02 02 02 02 02 02 02
4 5 10 15 20 25 30 3 40 45 50
5
B | k| Plx=K) | Ppc=k) | Plx=k) | Pix=k) | P(x=k) | P(x=k) | Pic=k) | Plx=k) | P(x=K) | P(x=k)
7 0 | 0,32768 |0,107574|0,035154 |0,011528 |0 005778 | 0,001236 | 0,000406 | 0,000133 | 4,36E-05 | 1 43E-05
§ 1 | 04096 |0,266435|0,131541 |0,057646 |0 023612 0,005265 | 0003543 |0,001325 | 0,00043 [0,000176
9 2 | 02048 [0,30199 |0,230697 |0,136508 0070635 0,033656 | 0,015005 | 000648 |0,002695 0 001093
10 3 | 00512 0201327 |0,260139 | 0,206364 |0,135766 | 0,076552 | 0,041464 | 002052 |0,005657 | 0,004571
114 | 00064 | 008808 |0,167604 |0,2181593 |0,166661 | 0,132522 | 0,062968 |0 047452 | 0,02535 | 001284
125 | 0,00032 [0,026424|0,103152] 0,17456 |0,156015(0,172279| 01286 | 0005414 0,051965 | 0,025531
13 6 0005505 | 0,042993] 01081 |0,163346|0,179457 | 0,16075 |0,124563 | 0,066613 | 0 055371
107100
108
100 100 5 10 15 20 25 0 3 0 45 50
10 _Epd 1 2 3 4 5 B 7 B 5 10
111
12 £ | 14 5F 114 19,2 29 408 | s4p | o4 [ a2 108
13 2] 1 4 E 16 25 36 49 B4 B 100
114
15 n 5 10 15 20 25 a0 35 40 45 50
16 _Wpg | 048 15 24 32 4 I 5F B 7.2 8
17
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Observations poyp fixé :

E (X) en fonction den pour p=0,2

35

V (X)) en fonction den pour p= 0,2

3 &
P 25 -

25 1 o * 2 **

2 o * | *

. 15 -
15 4 ¢« * *
. 1 o
1 o o ©
° 05 -

05 . o

0 ' ' ' ' ' ' ' 0 ' ‘

0 2 4 6 8 £ ) u 5 0 2 4 6 8 D B 4 B

35
*
0 o * ¢ 1 o ©
8 * 25 .
¢ *
* 2 L 3
6 L O
® *
. 15 4 .

4 * *

o * H o
2 * *

* 05 *
0 : . . . . . . 0 . ' : " . ; .
0 2 4 6 8 0 2 u 6 0 2 4 6 8 0 © u 5

Lorsque la valeur dp est fixée, on observe que I'espérance de la tmrhiale, aussi bien que sa variance,
semblent étre des fonctions linéairesnde

Observations pour fixé :

E (X) en fonction dep pour n =15 V (X) enfonction dep pour n=15
® * N >
% 35 4 * *
» * ¢ 3 * *
0 = * 25 < <
8 £ 3 2+
6 © Bi—s 3
4 = 1
>
2= 05
0 T 0 T T T T g
0 02 04 06 08 1 12 0 02 04 06 08 1 12
E (X) en fonction dep pour n= 80 V(X) en fonction dep pour n =80
90 25
80 *
70 * 20 1 o * o
60 " . .
50 £ 3 5
N . .
40 . o
30 *
* * *
20 = 5
Li—=
0 T T T T T 0 *
0 0,2 04 0,6 08 1 12 0 02 04 06 08 1 12

Lorsque la valeur de est fixée, on observe que l'espérance de la lobrhiale semble aussi étre une
fonction linéaire de. De plus, on peut noter que la valeur obtenue keveas particuliemp =1 correspond a

la valeur den qui a été fixée. D’ou la conjectul®(X) = np que le professeur validera dans le cours.
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En revanche, la variance se comporte comme uné¢idargu second degré gn On peut noter aussi que la
variance semble bien étre maximale pque 05 comme l'observation des représentations graphitpies
laissait prévoir.

Un réinvestissement des notions d’analyse pernaetepemple, de déterminer les fonctions polynémes d
second degré qui sont maximales en 0,5 et qui slanhen 0 et 1. La linéarité selon la variablcite a

chercher un coefficient « multiple » de et quelques essais permettent d’aboutir a I'eswas
V(X)=np@l- p) que le professeur validera dans le cours.

C - Exemples d’activités
< Avec la loi de probabilité

1. Appariement
On a représenté ci-dessous la distribution de pititéade quatre variables aléatoires suivant tes |
binomiales® (30 ; 0,1),4 (30 ; 0,5),% (30 ; 0,9),% (29 ; 0,5).
Associer chaque loi a son graphique.

ZZ nnHH H”nn K ZZ ””HN NH”” -

2. Le quorum
Une association comprenant 30 adhérents organisguehannée une assemblée générale. Les
statistigues montrent que chaque adhérent assistesamblée avec la probabilité 80 %. Les décssion
prises par I'assemblée n'ont de valeur légale qusqle plus de la moitié des adhérents assiste a
'assemblée.

Quelle est la probabilité que, lors de la prochaisgemblée, le quorum soit atteint ?

3. Paradoxe ?
Paul affirme : « Avec un dé régulier, on a autamtcdance d’obtenir au moins un six en 4 lancers que

d’obtenir au moins deux six avec 8 lancers ».

Sara objecte : « Pas du tout. Dans le premierlagwobabilité est supérieure a 0,5, dans le dewxié
cas, elle est inférieure & 0,5. ».

Qui a raison ?
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4.

Le tir a l'arc

A chaque tir, un archer atteint sa cible avec unbabilité égale a 0,7.

Combien de tirs doit-il effectuer pour que, avee ymnobabilité supérieure ou égale 0,99, il atteigne
cible au moins deux fois ? Au moins trois fois ?

Lancers de piece

On lance une piéce équilibrédois. On s’intéresse a la probabilité d’obtenfage » dans 60 % des cas
ou plus.

Envisager les cas =10, puis n=100, puis n=1000.

Donner d’abord, sans calcul, une estimation spé@etatu résultat, puis solliciter la calculatriae=10)

ou un algorithme de calcuh(=100 et n=1000).

Avec I'espérance mathématique

Contréle de production

Une entreprise fabrique chaque jour 10 000 compgssaactroniques. Chaque composant présente un

défaut avec la probabilité 0,002. Si le composantrepéré comme étant défectueux, il est détruit pa

I'entreprise, et chaque composant détruit fait peld€ a I'entreprise.

a) Les composants sont contrdlés un a un, et chaqguebt® colte 0,1 €. Quel est le colt moyen
journalier pour I'entreprise (controles et destiarctdes composants défectueux) ?

b) Les composants sont regroupés par lots de 10, efffeactue un unique contrble automatique de
chaque lot, qui codte lui aussi 0,1 €. A I'issuecdecontrole, le lot est accepté si tous les coaniss
sont sains, et globalement détruit si I'un au maies 10 composants présente un défaut. Quel est le
colt moyen journalier pour I'entreprise de ce nawvalispositif (contrbles et destruction des
composants défectueux) ?

Le QCM

Un QCM comporte 20 questions. Pour chaque quedtioaitre réponses sont proposées dont une seule
est juste. Chaque réponse juste rapporte un poiht'y a pas de pénalité pour une réponse faudse.
candidat répond au hasard a chaque question.

Quel nombre total de points peut-il espérer ?

Quelle pénalité doit-on attribuer a une réponsedaipour que le total espéré, en répondant eneétem
au hasard, soit égal a 2 sur 20 ?

Correction de fautes

Un texte contient erreurs. Lors d’'une relecture, on considere quarel erreur a 80 % de chances
d’étre corrigée.

Peut-on prévoir, en moyenne, le nombre d’errewstantes aprés une relecture, ..., afréeslecturesk
étant un entier supérieur a 1 ?
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VII. Echantillonnage et prise de décision

La prise de décision apparait pour la premiéredaiss le programme de Seconde. La démarche s’apypuie
la notion d’intervalle de fluctuation dont une dhition est donnée et une expression proposée gsasve
de satisfaire aux conditions de validité> 25 et 0,2< p< 08 (n est la taille de I'échantillon prélevé rest

la proportion dans la population du caractere éjudivec la notion de variable aléatoire et la déeote de
la loi binomiale, le programme de Premiére foulestpremiers outils qui permettent, en prenant egyula
réflexion initiée en Seconde autour de la priseléldsion, de construire I'intervalle de fluctuatidéterminé
a l'aide de la loi binomiale, et une démarche deepde décision, valable en toute généralité poe u
proportionp et une taillen d’échantillon.

La partie A synthétise les définitions, faartie B présente la problématique depldse de décision
La partie C développe une approche possible en classe.

A — Intervalle de fluctuation avec la loi binomiale

L'intervalle de fluctuation d’'une fréquence au $eld 95% a été défini dans le programme de Secdada
facon suivante :

«L’intervalle de fluctuation au seuil de 95%, refatiux échantillons de taille n, est I'intervalle ntgd
autour de p, proportion du caractére dans la popiola ou se situe, avec une probabilité égale &0l8
fréquence observée dans un échantillon de tailte n.

La loi binomiale permet de calculer tres exactenesntprobabilités des différentes fréquences obbbrs

, . . R . k . . ~
dans un échantillon de taille, & savoir les valeurs-, avec 0<k<n, probabilités qui peuvent étre
n

représentées a l'aide d’'un diagramme en batonspé& également calculer, a l'aide d'un tableur, les
probabilités (cumulées) des événements suivantdéa &réquence observée dans I'échantillon prélevé de

taille n est comprise entre O !ét », événement qu’on peut aussi ecr{r@zs F s—} , SiF désigne la variable
n n

aléatoire qui a tout échantillon de tail@ssocie la fréquence observée dans I'échantiliéleye.

En faisant varier les paramétne®t p, on observe que le diagramme n’est pas toujourgsigue, et non
exactement centré spr Par ailleurs, le caractere discret de la loi birade fait qu’il n’est pas possible de
déterminer précisément un intervalle ou la frégeestzservée se situe avec une probabilité égal@sa 0a
définition donnée en seconde pour l'intervalle Wetfiation suppose en effet, de maniére impligjtes la
fréquence suit une loi continue.

Pour ces différentes raisons, on est amené a oorstin intervalle qui approxime l'intervalle dei¢tuation
défini plus haut en adoptant la définition suivante

L’intervalle de fluctuation au seuil de 95 % d’unefréquenceF, correspondant a la réalisation, sur un
échantillon aléatoire de taillen, de la variable aléatoireX égale anF et de loi binomiale de paramétres

. ab e R . .
n etp, est l'intervalle [—,—] défini par le systéme de conditions suivant :
nn

» aestle plus grand entier tel qud’(X < a) < 0,025,
* bestle plus petit entier tel queP(X > b) < 0,025.

ou encore par le systeme de conditions équivalent :

* aestle plus petit entier tel queP(X < a) > 0,025,
* bestle plus petit entier tel queP(X <b) > 0,975.
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Détermination dea

Il existe une valeuk deX telle queP(X < k) =0,025 P(X <Kk <0,025et P(X < k+1)> 0,02t
k k
25% a=k+1 25% a=k+1
I S i N e

Valeurs entiéres croissantes prises)par Valeurs entiéres croissantes prisesXar

Détermination deb

Il existe une valeuk deX telle queP(X < K) =0,975 P(X<K<0,975et P(X < k+1)>0,97%
97,5 % K 975% K
— S
b=k b=k+1
Valeurs entiéres croissantesXle Valeurs entiéres croissantesXle
Remarques :

1. Ce jeu sur les inégalités strictes est di au caedtiscret de la variable aléatoXeconsidérée (on
pourra s’en convaincre dans la partie C).

2. Les entiers etb dépendent de la taillede I'échantillon.

La connaissance de la loi binomiale de la variadatoireX rend maintenant possible le calcul de la

probabilité P(E <F SEJ = Plas X <b).
n n

ab

On remarque que I’intervall%
nn

} est quasiment centré sprdes quen est « assez grand » et que

1oL
n’n P
de seconde pour les « grandes binomiales>»25 et 0,2< p< 08 oun est la taille de I'échantillon prélevé

et p est la proportion dans la population du caracéuelié, conditions énoncées dans le programme de
seconde).
On trouvera des exemples dans le sous-paragraphaptes.

. ab . " . .
l'intervalle [—,—} est « quasiment » le méme que I'mterv{lte— } donné dans le programme
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s - ab . . . . . .
L'intérét de Imtervalle{—,—] calculé a partir de la loi binomiale, est derfouun intervalle convenable
nn

pour toutes les valeurs den et dep, alors que I’intervalle{p—%, p+%} n'est pas adaptépour les
n n

« petites binomiales ».

B — Aspect général de la prise de décision avedddbinomiale

Hypothése :

On considére une population dans laquelle on s&gos la ;
pop . la proportion esp.

proportion d’un certain caractére @sfPour juger de cette
hypothese, on y préléve, au hasard et avec remmsé&hantillon
de taillen sur lequel on observe une fréquehde caractére.

On rejette I'’hypothese selon laquelle la proportians la
population esp lorsque la fréquendeobservée est trop éloignég
dep, dans un sens ou dans l'autre. On choisit de fexeeuil a
95 % de sorte que la probabilité de rejeter I'hypothesers
gu’elle est vraie, soit inférieure & 5 %.

Echantillon taillen
Observation :
fréquencef

Lorsque la proportion dans la population vpula variable aléatoir& correspondant au nombre de fois ou
le caractére est observé dans un échantillon &éate taillen, suit la loi binomiale de paramétnegtp.

Laregle de décisioradoptée est la suivante :

. . . . < . . ab
» si la fréquence observéeappartient a l'intervalle de fluctuation au sedé 95%{—,—] on
nn

considére que I'hypothése selon laquelle la proportstp dans la population n’est pas remise en
guestion et on l'accepte ;
* sinon, on rejette I'hypothése selon laquelle gettgortion vaup.

Cette prise de décision repose sur le raisonnesugvéint : si la proportion vayt on a, en gros, au moins
95 % de chances que le prélévement d'un échantlotaillen conduise a une fréquentdu caractére dans

nn
réellement observden’est pas nécessairement égape @ais qu’ellefluctue dans un voisinage ge appelé
justemenintervalle de fluctuation. Un intervalle de fluctuation est donc un intelwalu I'on « s’attend » a
trouver la fréquence observEeai I'hypothése que la proportion gegst la bonne.
En conséquence, si la proportion vpull y a trés peu de chances (environ au plus 5%édeantillons) que

. . o, ab o .
cet échantillon située da s—,—] On sait bien que dans ce cas, compte tenu dardhals fréquence

. . . .lab . R L
cette fréquence observésoit hors de Il'intervalle de fluctuatloEw—,—] Donc si elle est a I'extérieur de
nn

l'intervalle [E,E] il est cohérent de penser que ce n'est pluguéfait du hasard cette fois-ci, mais que
nn

c’est bien plutdt le signe que I'hypothése quertgprtion esp n'est pas la bonne.
C — Détermination de l'intervalle de fluctuation al'aide d’un algorithme

Considérons I'exemple suivant. Un médecin de spubdique veut savoir si, dans sa région, le pousggn
d’habitants atteints d’hypertension artérielle égal a la valeur de 16 % récemment publiée pour des
populations semblables. En notart proportion d’hypertendus dans la populatiorsadeégion, le médecin
formule I'hypothése = 0,16. Pour vérifier cette hypothése, le médeomstituera un échantillon aee= 100
habitants de la région ; il déterminera la fréqeehad’hypertendus (I'échantillon est prélevé au hdsdrla
population est suffisamment importante pour considgu’il s'agit de tirages avec remise).

33/63



Lorsque la proportion dans la population vaut 0,16, la variable aléatoiné correspondant au nombre
d’hypertendus observé dans un échantillon aléatteéreaillen = 100, suit la loi binomiale de paramétres

n=100 et p= 016.

On cherche a partager I’interval[eo;lod , ouX prend ses valeurs, en trois intervallkfsa—l], [a,b] et
[b + 1,10d de sorte que la variable aléatakg@renne ses valeurs dans chacun des intervallesmwed avec

une probabilité proche de 0,025, sans dépasservatur. On recherche donc le plus grand eattet que
P(X <a) < 0025 et le plus petit entidy tel queP(X >b)< 0025

X suitlaloi8(100 ; 0,16)

0,12 -

0,1 - Intervalle de
0,08 - fluctuation :
006 au moins

" 95 %

0,04 1
0,02 1
0 . | | '™
30 35 40

a gauche : au
plus 2,5 %

0 5 / Tlo 15 20 T 25\
Zone de rejet a b

Zone de rejet
Jau
plus 2,5 %

a droite

D’un point de vuelgorithmique, il est plus efficace de travailler avec les ptuligts cumulées croissantes,
gue la calculatrice ou le tableur fournissent faoiént. En tabulant les probabilités cumul®X <k , pour

k allant de 0 & 100, il suffit de déterminer le phadit entiera tel que P(X < a)> 0025et le plus petit entier

b tel queP(X < b) = 0,975.

Le calcul, a l'aide de la loi binomiale, de l'intatle de fluctuation au seuil de 95 O{oé E} de la
n

n

fréquence des échantillons aléatoires de tajlleorrespondant a la zone d’acceptation d’'une fngsa sur
une proportion, peut ainsi faire I'objet d’'une reothe d’algorithme.

On peut, par exemple, procéder sur un tableur cotem

montre I'image d’écran.

La cellule B3 contient la valeur de taille de I'échantillon.
La cellule D3 contient la valeur gg proportion supposé
dans la population.

On a entré en B6 la formule
ESI(A6<=B$3;LOI.BINOMIALE(A6;B$3;D$3;VRAI);"")
pour tabuler les probabilitéX < k) lorsqueX suit la loi
binomiale de paramétresetp.

On aentré en C6 la forijIe :SI(B6>0,025;A6/B$$;"")
pour afficher les valeurs detelles queP(X < k) dépasse
strictement 0,025.

On a entré en D6 la formule =SI(B6>=0,975;A6/B$};""
pour afficher les valeurs detelles queP(X < k) égale ou
dépasse 0,975.

Ces trois formules ont été ici recopiées vers kjbagu’a
la ligne 1006 (I'algorithme fonctionne pour unelewa
maximale den égale a 1 000, mais on peut, en cas
besoin, recopier plus bas).

CB =] = =SI[{B6>0,025,A6/6%3,™)
A | B c D [ E ] F I G | H
1 |Intervalle de fluctuation & 95 % d'une fréquence donné par la loi binomiale
Zn taille de I'échantillon o proportion supposée dans la population
| 3 | n =100 p=016
i
5 k Pl==k) |[recherche 4 | recherche & Intervalle de fluctuation a 95 %
6 i} 2,B7873E-08 (=elon |a loi binomiale)
7 1 5,37021E-07
8 2 53478E-06 0,09 0,23
g 3 3.52815E-05
10 4 0,000173547
1" i) 0,000678203
12 4] 0002204197
13 7 0006104862
14 8 0,014742048
15 ] 0031558427 0,08
16 10 0,080708551 0.1
17 1 0106138316 0,11
18 12 0170315453 012
19 13 0,25306401 013
20 14 0,351011275 0,14
21 15 0457975907 015
22 16 05668213827 0,16
23 17 0 BEBOBS005 017
24 18 0,757558073 018
25 19 0831111691 019
26 20 0887952282 02
27 21 0928024593 021
28 22 0.85718574 022
29 23 0875376792 0,23 0,23
30 24 0986493546 0,24 0,24
de
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L'intervalle de fluctuation au seuil de 95 % esfichié en cellules F8 et G8 contenant les formules
EMIN(C6:C1006) et =MIN(D6:D1006).

Dans le cas de I'exemple choisi, on a 100 efp = 0,16. L'algorithme fournitE =009 etE =023.
n n

La regle de décision, pour le médecin, sera |aasiiéy:

» si la fréquence observdeappartient a l'intervalle de fluctuation [0,09,28], on considére que
I'hypothese selon laquelle la proportion d’hypedies dans la population egt= 0,16 n’est pas
remise en question et on I'accepte ;

* sinon, on rejette I’hypothése selon laquelle gattgortion vaup = 0,16.

D — Exemples d’activités
Exemple 1 : politique dans un pays lointain

MonsieurZ, chef du gouvernement d’'un pays lointain, affirque 52 % des électeurs lui font confiance.
On interroge 100 électeurs au hasard (la populasdrsuffisamment grande pour considérer qu'ilis’ag
de tirages avec remise) et on souhaite savoir tir jpir quelles fréquences, au seuil de 95 %, on peu
mettre en doute le pourcentage annonceé par Mongjelans un sens, ou dans l'autre.

1. On fait 'hypothese que Monsiedrdit vrai et que la

proportion des électeurs qui lui font confiancedn k P(X<Kk) =
population est 0,52. Montrer que la variable aliéato 40 0,0106
X, correspondant au nombre d’électeurs lui faisant 41 0,0177
confiance dans un échantillon de 100 électeurs|asloi 42 0,0286
binomiale de paramétres= 100 etp = 0,52. 43 0.0444
2. 0n donne ci-contre un extrait de la table des givdites
cumuléed(X < k) ou X suit la loi binomiale de parametres 61 0,9719
n= 100 etp = 0,52. 62 0,9827
63 0,9897
64 0,9941

a. Déterminera etb tels que :
» aest le plus petit entier tel qiéX < a) > 0,025 ;
* b est le plus petit entier tel qi¢X < b) = 0,975.

. . . ab o N . .
b. Comparer I'intervalle de fluctuation au seuil de%, [—,—] ainsi obtenu grace a la loi binomiale,
n n

avec I’intervalle[p— 1 p+ 1 }

NCRRE
3. Enoncer la régle décision permettant de rejetanaul’hypothése que la proportion des électeuis qu
font confiance a Monsieu£ dans la population est 0,52, selon la valeur deélguenced des électeurs
favorables a Monsiew obtenue sur I'échantillon.
4. Sur les 100 électeurs interrogés au hasard, 4ardét avoir confiance en Monsiedr Peut-on
considérer, au seuil de 95 %, I'affirmation de MensZ comme exacte ?

Eléments de réponse
2.a.0nlita=42 eth = 62.
b. Les intervalles sont identiques.
3. Si f appartient a l'intervalle [0,42 ; 0,62], 'hypot® que la proportion des électeurs qui font
confiance & Monsieuf dans la population est 0,52 est acceptable, sliypothése est rejetée, au seuil
de 95 %.
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4. On considere que l'affirmation de Monsieliest exacte.

X suitlaloi 8(100 ;0,52)

0,09 -
0,08 | Intervalle de
0,07 - fluctuation :
0,06 - au moins
0,05 95 %
0,04
0,03
0,02 |
0,01 |
O --.l I_.l-
25 30 35 IAOT 45 50 55 GOT 65\ 70 75 80
Zone de rejet| ' a=42 b=62 Zone de rejet
a gauche : au a droite : au
plus 2,5 % plus 2,5 %

Remarque : la recherche de l'intervalle de fluétrapeut-€tre illustrée par le diagramme en batnk loi
binomiale de paramétres= 100 etp = 0,52.

Exemple 2 : discrimination
(d’aprés le document ressource mathématiques gauipdccalauréats professionnels)

En Novembre 1976 dans un comté du sud du Texasigedéartida est condamné a huit ans de prison. Il
attaque ce jugement au motif que la désignationjuleés de ce comté est, selon lui, discriminante a
I'égard des Ameéricains d’origine mexicaine. Alorseq80 %de la population du comté est d’origine
mexicaine, sur les 870 personnes convoquées paujuéts lors des années précédentes, il n'y aleu q
339 personnes d’origine mexicaine.

Devant la Cour Supréme, un expert statisticien gitatks arguments pour convaincre du bien fondé de
requéte de l'accusé. En vous situant dans le éleed expert, pouvez-vous décider si les Américains
d’'origine mexicaine sont sous-représentés darjags de ce comté ?

Eléments de réponse
On suppose que les 870 jurés sont tirés au so#d ldapopulation du comté (la population étant trés

importante, on peut considérer qu’il s'agit de gea avec remise). Sous cette hypothese, la variable
aléatoireX correspondant au nombre de jurés d’origine mexéaiuit la loi binomiale de paramétres
n=870et p=08.

On peut alors rechercher, en utilisant la loi bifade) l'intervalle de fluctuation au seuil de 95 %

correspondant.
Une tabulation de la loi binomiale de parametmes 0 &7p = 08 fournit les résultats suivants :

k P(X <k) fréquencek / n
672 0,0245 0,772
673 0,0296 0,774
718 0,9733 0,825
719 0,9783 0,826

L'intervalle de fluctuation au seuil de 95 % de fléquence des jurés d'origine mexicaine est:
[0774 ;0824 .
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La fréquence observée ebt= %}z 039. Cette valeur ne se situe pas dans l'intervallfiudtuation. La

différence est significative au seuil de 95 % bypothésg = 0,8, avec un titrage aléatoire des jurés, est
rejetée.
De fait, I'accusé a obtenu gain de cause et ae@i§é par un autre jury.

Exemple 3 : sécurité au carrefour

Un groupe de citoyens demande a la municipalitéed\ville la modification d’un carrefour en affirmtan
gue 40 % des automobilistes tournent en utilisaptrauvaise file.

Un officier de police constate que sur 500 voityeses au hasard, 190 prennent une mauvaise file.

1. Déterminer, en utilisant la loi binomiale sousyplothésep = 0,4, l'intervalle de fluctuation au seuil de
95 %.

2. D’apres I'échantillon, peut-on considérer, au kdai95 %, comme exacte I'affirmation du groupe de
citoyens ?

Eléments de réponse
1.[0,358 ; 0,444].
2. f=0,38. L'affirmation est considérée comme exacte.

Exemple 4 : gauchers

Dans le monde, la proportion de gauchers est 12 %.

Soitn le nombre d’éléves dans votre classe.

1. Déterminer, a I'aide de la loi binomiale, I'intafle de fluctuation au seuil de 95 % de la fréqeetes
gauchers sur un échantillon aléatoire de taille

2. Votre classe est-elle « représentative » de lpgrtion de gauchers dans le monde ?

Eléments de réponse
1. En prenantn = 30, l'intervalle de fluctuation au seuil de 9584t [0,033; 0,233] (entre 1 et 7
gauchers).
En prenam = 25, I'intervalle de fluctuation au seuil de 95¢%i [0 ; 0,24] (entre O et 6 gauchers).
2. Cela revient a situer la fréquence observée @gaadasse par rapport a l'intervalle de fluctuation.

Exemple 5 : ségrégation sexiste a 'embauche
(d’aprés document ressource pour la classe de SkecdDe probleme peut étre revisité a l'aide dedia |
binomiale.)

Deux entreprises recrutent leur personnel dansivierwcomportant autant d’hommes que de femmes.
Voici la répartition entre hommes et femmes daissdeix entreprises :

Hommes Femmes Total
Entreprise A 57 43 100
Entreprise B 1350 (54%) 1150 (46 %) 2500

| Peut-on suspecter I'une des deux de ne pas resfepiité hommes-femmes a I'embauche ?

Exemple 6 : générateur de nombres aléatoires

1. Sur un tableur, on entre dans la cellule Al la fdate ENT(ALEA()*2), que I'on recopie vers le bas
jusqu’en A100. On dénombre alors que le nombrephigit 58 fois dans la plage de cellules Al : A100.
Au seuil de 95 %, peut-on rejeter I'hypothése sdbmuelle le générateur de nombres aléatoires du
tableur fonctionne bien ?

2. Méme question si I'on recopie la formule vers Beshusqu'en A1000, et que I'on dénombre 580
occurrences du nombre 1 dans la plage de cellulesfA000.

37/63



E — Lien avec l'intervalle de fluctuation exploitéen classe de Seconde

On considere une population ou la proportion d’aractére egp, dans laquelle on préleve, au hasard et
avec remise, un échantillon de taitlela variable aléatoir® correspondant au nombre d’observations du
caractere sur un échantillon suit la loi binomiddeparameétres etp.

On peut calculer a l'aide de la loi binomiale, mataent a I'aide de I'algorithme du paragraphe VILEC-

. a b . . i . . . .
I'intervalle [—”—”} de fluctuation au seuil de 95 % de la fréquensEnkee sur un échantillon de taille
n n

n, ou a, est le plus petit entier tel qué’(x san)> 0025 et b, est le plus petit entier tel que
P(X <b,)= 0975.

. |a, b - . . .
La notanon{—”,—“} retenue ici rappelle que les enties et b, dépendent de 'entier.
n n

Les programmes demandent de comparer, pour ufe dail’échantillon importante, cet intervalle avec

1,1
Jn' n
facilement calculable, résulte d’approximatiyradors que la loi binomiale est la loi exacte espondant
a la situation.

lintervalle de fluctuation{p— } exploité en classe de seconde. Ce dernier interyalus

En fixant différentes valeurs dg il est possible de calculer les deux types diirgbes pourp variant de
0 a 1. Les graphiques suivants ont été réalisésmpeu30,n = 100 etn = 1 000, en faisant varier, dans
chaque cag de 0 a 1 avec un pas de 0,05.

Intervalle de fluctuation au seuil de 95 % pour des échantillons de taille 30

1 *>
T : T e
09| | | : e,
o 081 1 1 1 e 1 </
| | | \ |
N}
L : A .
RN L S Rk S S G IR
il S SRR E— e S e
= 059 I I I I
ol | | | | I ——p - L/rac(30)
1 | | | | |
s 0 T | p + Urac(30)
o 0,3 I s I I I I
No) !
I S D i R
0,2 - T V¢/ T T T
I R S i . e
! I (S I I I I
0ot~ ‘ ‘ ‘ —

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

Proportion p dans la population

8 Voir I'annexe 8.
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Intervalle de fluctuation au seuil de 95 % pour des échantillons de taille 100

1 T T T T T 4
e ey |- — — — 7 - =
0.9 | | | | /‘/*e
! | | | | |
0.8 L L e e | bV S
$ L oo T
g 0'7 | | | |
2 06l D e A oA ¢ ah
L e R R R il R o b
A S E — 7*/171”77 e . S —p - Urac(100)
g 041 i l i i
o S 0 R 5= A P A0 S S P R p + 1/rac(100)
o I I I I I
O !
I o Sl M (et Nl ek Rt B e S
’ | | | | |
Y SN < . P O
0,1 y'S | | | |
——i—«—’—f——————}—————} —————————————— Rt R EE
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0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1
Proportion p dans la population
Intervalle de fluctuation au seuil de 95 % pour des échantillons de taille 1 000
1 T T T T T T T T T
e e ) B g &
09 | | | | | | | | |
! | | | | | | | | |
Josl // |
\© | | | | | | | | |
eo7{ | // ]
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] | | | | | | | | |
Q ——p - 1/rac(1000
8 oal ://‘/‘ A R A B P - 1/rac(1000)
Ry AR P+ L/rac(1000)
O ! ' ' ’/‘ ' ' ' ' ' '
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Proportion p dans la population

. . la, b, . R -
On observe que lintervalle de fluctuation—,—| est sensiblement le méme que lintervalle
n n

[p—i, p+i} lorsquen est assez grand ptni trop petit ni trop grand : poun=30, c’est le cas
vn'" n

lorsquep est compris entre 0,3 et 0,7 ; pawr  1@est le cas lorsqup est compris entre 0,2 et 0,8 ;

pour n=100Q c’est le cas lorsquyeest compris entre 0,05 et 0,95.
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Annexe 1

Couple d'indicateurs et problemes de minimisation

Le but de cette annexe est de présenter le ligr antindicateur de position et un indicateur dgeision
qui lui est associé.

Position du probléme
On se donne une série statistique quantitatyex,,...,X,, que l'on veut «résumer » par un couple

d’indicateurs donnant un renseignement sur la ijposét sur la dispersion de la série.

Supposons d’abord que=2 pour dégager l'idée.
La série constituée de deux valeurs est identdig¢goint y=X
A(X, %) du plan muni d’'un repére. M (X, X)

On s'intéresse au poiM de la droite d’équatiory = x qui
est le plus proche d& si toutefois ce point existe.

Si n est quelconque, on identifie la série au point
A(X,...,% )de R" et on s'intéresse, de la méme maniere,
au point M(x,...,x) qui est le plus proche d& Ce point

M, s'il existe, réalise la plus courte distance Al& la
droite O, RU), aveci(l,...,1).

Si le pointM (x,...,X) précédemment décrit existe, nous convenons de romdicateur de positionde la
sériele nombrex, etindicateur de dispersion associé distanced(A, M).

Il existe plusieurs distances daR& Recherchons les couples d'indicateurs correspuralarois distances
classiques :

1 1¢
dl(A,M):EZ|Xi - x|, dz(A,M)=FZ(xi -x)?, olcx,(/wl)=ir_12a>§|xi - .
i=1 i=1 B
Ces trois expressions dépendent uniqguement deriabia réellex. Dans la suite, nous les notons plus
simplementd; X ) d,(x) etd,, (x).

Etude des trois fonctionsd, , d, et d_
Commencons par étudier la fonctioh. Si X désigne la moyenne arithmétique des valeyrs,,..., X, ,
alorsona:

n

d2(x) ~d(%) :%Z((Xi -X)% - (% —7)2)=%Z(i—x)(2xi ~x-%)=(x-x)?20.

i=1
Donc d,(x) —d,(X)=0.

Ainsi pour toutx, d,(x)=d,(X). La valeur minimale de la fonctiod, est atteinte erx=X et est égale a la

variancec? de la série statistique. La moyenReest donc associée assez naturellement & I'éqaetia
cette propriété. On aurait pu aussi étudier lemirans de la fonctiord, et montrer qu’elle admet un unique

minimum au pointx=X.

Conclusion : avec la distana®,, le couple d’'indicateurs associé a la série esolgple (moyenne, écart-
type).

40/63



Le cas de la fonction; est moins courant dans la littérature. On commeac®rdonner par ordre croissant
les observations, et on suppose donc désormaisxgge, <...<X,. Un calcul un peu plus fastidieux

ameéne a distinguer deux cas :
* sinestimpair (égal 2p +1), d; a un unique minimum atteint en=x,,., ;

 sinestpair (égal 2p ), d;, admet tout point de l'intervall¢x,;x,,; domme minimum.

Dans les deux cas, une valeur qui minimigeest une médiangle de la série statistique. Comme on l'avait

déja noté dans les classes du college, dans l&waes série comportant un nombre pair d’observatiome
médiane n’est pas définie de maniére univoque applartient donc de choisir une convention si out ve
définir "la" médiane. Néanmoins, on peut remarqagere la valeur minimale ded, obtenue est

1¢ . ) . - TP -
dl(Me)z—z |xi —Me{ qui est I'ecart absolu moyen a la mediane. Ainse unédiane est associée
n “
=1

naturellement a cet écart moyen. Bien entendundetateur de dispersion est bien moins utilisé kgeart
interquartileQ;-Q, .

Conclusion : avec la distana#,, le couple d'indicateurs associé a la série estoleple (médiane, écart
moyen a la médiane).

La fonction d,, admet un unique minimum ext’ :E(Xl +x, ), milieu des deux valeurs extrémes. C'est un

indicateur de position qui n’est pas répandu, rhast associé a un parametre de dispersion gugstplus
connu : la valeur minimale dé, obtenue erx” est égale a la moitié de I'étendme - X, .

Conclusion : avec la distancd,, le couple d'indicateurs associé a la série estdeple (milieu des
extrémes, demi-étendue).
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Annexe 2
Loi faible des grands nombres
Pour une suitgX, )., de variables aléatoires indépendantes et de ménelinettant comme espérance
communem et comme variances?, la loi faible des grands nombres établit que pout £>0, la
probabilité que la moyenne empiriq%ei X, s'écarte dan d’au moins¢ tend vers O quand tend vers

k=1
I'infini, ce qui s’écrit formellement :

Oe>0, lim P(

n-oo

N3

On propose de montrer ce résultat dans le caxpi@ti d'un schéma de Bernoulli et on ndg la variable
aléatoire comptant le nombre de succes. La varialBlatoire S, suit la loi binomiale’(n, p) oup est la

probabilité d’'obtenir un succes.
On se donne& > @t on majore :

F{%Z‘ka —n#eJ: Pﬂ%% -p
{

ou on a utilisé l'inégalité de Tchebychev qui skipwue pour une variable aléatoirfeadmettant une
Var(Z)
a?

zerPQ&—nqzn5)=PQ&—E(&)|zng) ou S, =zn:xk
k=1

18, var(s,) _Els, -E(s,))]
nkzzl‘xk ﬂngs n2e? n2e?

variance, on a pour tout nombre réet G’QZ -E(2)= a|)s

Comme la variance d’une loi binomiale de parameatresp est égale aip(Ll— p gt que son espérance est
ng, on en déduit que :

lim P(

n- o

n
On dit aussi queﬁz X, converge en probabilitéersp quandn tend vers l'infini. Ceci prouve la loi faible
k=1
des grands nombres dans le schéma de Bernoulli.
La preuve du cas général pour une suite quelcodguariables aléatoires indépendantes et de mérse lo
fait de maniere analogue en utilisant le fait gaevariance d'une somme de variables aléatoires
indépendantes est égale a la somme des variances.
Le théoreme central-limit (terminologie anglo-saxonrm) théoréme de la limite centrédonne des

zgjslimwzo.
n-e n°g

1
E;Xk_p

o 1L fos
precisions sur la convergence de la moyenne emplﬁqz X, vers la moyenne commune Ce théoréme
n
k=1

- e . 1<
indiqgue comment se comporte, lorsqoetend vers linfini, la probabilité que I’erreupz Xe—m

k=1
appartienne a un interval[a,b] guelconque.

"Il existe une loi forte qui correspond & un atyyEe de convergence, la convergence presque sdre.
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Annexe 3

Espérance de la loi géométrique tronquée : approcBexpérimentales

Calculatrice
PROGEAM: TPSATTEH| |PEOGEAM: TPSATTEH| PEOGEAM: TPSATTEM
rslitedd, 1. 1,208 | tentiHbrAl&at+@, | [fA*L1 CH2
g By a+H tEl=e
tForiHa. 1. 26882 s EA+1+E sE+L1CH
s Ak :End :End
: E+H : I A=A : Eridd
thhile A=A =t K| | Then i0i=Fr mogenneCld
186 sAH+L1CH A

Algorithme modifié sur Algobox

¥ VARIABLES
n EST_DU_TYPE MOMBRE
p EST_DU_TYPE MOMBRE
k EST_DU_TYPE NOMBRE
a EST_DU_TYPE MNOMBRE
TEST_DIU_TYPE MOMBRE
jEST_DU_T¥PE MOMBRE
m EST_DU_TYPE NOMBRE
|EST_DU_T¥PE LISTE
¥ DEBUT_ALGORITHME
AFFICHER "loi geomeétrique tronguée de parametres n et p"
LIRE n
LIRE p
AFFICHER "n="
AFFICHER n
AFFICHER " p="
AFFICHER p
AFFICHER "série devaleurs "
LIRET
¥ POUR KALLANT _DE1AT
DEBUT_POUR
a PREMD_LA WALEUIR O
i PREMD_LA WALEUR O
W TAMT_QUE {a==0ET j=n) FAIRE
DEBUT_TANT_QUE
a PREMD_LA_MALEUR floor{random{+p)
i PREMD_LA_WALELIR j+1
FIMN_TAMT_QUE
W Sl {a==01ALORS
DEBUT_SI
I[k] PREMD_LA WALEUR &
AFFICHER I[K]
FIM_SI
¥ SIMOM
DEBUT_SIMOM
I[k] PREMD_LA WALELIR |
AFFICHER I[K]
FIM_SIMOrM
Fir_POUR
m PREMD_LA_WALEUR
ALGOBOY_MOYEMME1,T)
AFFICHER "valeur moyenne de la sétie ="
AFFICHER m
FIN_ALGORITHME

On peut faire établir I'égalité&(X) :1[1— @L+np)@L- p)”], puis utiliser un outil numérique ou graphique
p

pour émettre une conjecture sur la limiteeX) lorsquen tend vers l'infini.
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Point de vue numérique: on construit une feuille de calcul donnant lekewes de E(X) pour une valeur
dep, en fonction den.

A B c D E F G H I s K
1 valewdep | 01 02 | o0z | o4 05 | os 0.7 08 | o8 | 1
3 valewden | E(X) E(x) E(X) E(X) E(X) E(X) E(X) E(x) E(X) E(X)
4 1 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
5 5 114265 | 17232 | 193275 | 19168 | 178125 | 1.5984 | 1.41295 1.248 1.11105 1
6 10 3.0264312 | 3.38938726 | 2.95669967 | 2.42441728 | 1.98828125 | 166544333 | 1.42850394 | 1.24999885 | 1.11111111 1
7 15 4.8527217 | 4.29631256 | 3.24629471 | 2.49177176 | 1.9994812 | 1.66664877 | 142857119 | 125 | L11111111 1
8 20 6.35270036 | 4.71176962 | 3.31471514 | 2.49917736 | 1.99997902 | 166666643 | 1.42857143 | 1.25 | 111111111 1
9 25 7.48735704 | 4.8866632 | 3.32953364 | 2.49992182 | 1.9999992 | 166666666 | 1.42857143 |  1.25 | 1.11111111 1
10 30 8.30435367 | 4.9566721 | 3.33258202 | 2.49999282 | 1.99999997 | 1.66666667 | 1.42857143 |  1.25 | 111111111 1
1 35 8.57358002 | 4.98377407 | 3.33318812 | 2.49999936 2 1.66666667 | 142857143 | 1.25 | 111111111 1
12 a0 9.26095585 | 4.99401847 | 3.33330574 | 2.49999994 2 1.66666667 | 1.42857143 | 1.25 | 111111111 1
13 45 9.519962 |4.99782219 | 3.33332816 | 2.5 2 1.66666667 | 1.42857143 | 1.25 | 111111111 1
14 50 9.69077349 | 4.99921501 | 3.33333237 | 2.5 2 1.66666667 | 1.42857143 | 1.25 | 111111111 1
15 55 9.80218857 | 4.99971939 | 3.33333316 | 2.5 2 1.66666667 | 1.42857143 | 1.25 | 111111111 1
16 60 9.57420928 | 4.99990039 | 3.3333333 2.5 2 1.66666667 | 1.42857143 | 1.25 | 111111111 1
17 65 9.92041625 | 4.99996485 | 333333333 | 2.5 2 1.66666667 | 1.42857143 | 1.25 | 111111111 1
18 70 9.9498737 | 4.99998766 | 3.33333333 | 2.5 2 1.66666667 | 1.42857143 | 1.25 | 111111111 1
18 75 9.96855098 | 4.99999569 | 3.33333333 | 2.5 2 166666667 | 1.42857143 | 125 | 111111111 1
20 80 9.98033729 | 4.9999985 |3.33333333 | 2.5 2 1.66666667 | 142857143 | 1.25 | 111111111 1
21 85 9.98774433 | 4.99999948 | 3.33333333 | 2.5 2 1.66666667 | 1.42857143 | 1.25 | 111111111 1
2 30 9.99238227 | 4.99999982 | 3.33333333 | 2.5 2 1.66666667 | 1.42857143 | 1.25 | 111111111 1
23 95 9.99527689 | 4.99999994 | 3.33333333 | 2.5 2 1.66666667 | 1.42857143 | 1.25 | 111111111 1
24| 100 |9.99707825 | 4.99999998 | 3.33333333| 2.5 2 1.66666667 | 142857143 | 125 | 111111111 1
25

26 valewrde 1ip| 10 5  [333333333] 25 2 | 166666667 [1.42857143] 125 [1anmaa| 1
27

Point de vue graphique: on construit (ici sur géoplan) la représentatipaphique de la suite définie par

u, =% 1- (L+np)@- p)"| et on observe une stabilisation pour de grandiesisaden.

Pour p= 0,2par exemple, il semble que les valeurs se stabtligutour de 5, d’ou I'idée de tracer la droite

d’équationy = 1 .
p

p=015

p:0.15

p=02

p:0.25

10

30

20

50
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Annexe 4
Loi géométrique

On répéte dans des conditions identiques une éprenBernoulli de paramétpeet on arréte le processus
au premier succes obtenu. lohgéométrique de parametregst par définition la loi de la variable aléatoire
X, rang du premier succes.

«  Quelques propriétés de la loi géométrique

La variableX prend ses valeurs daN$ et pour tout entier naturklnon nul : P(X =k) = 1- p)**p.

On vérifie facilement quez P(X =k) = (somme d'une série géométrique)
k=1

1 - L L . . 1-
On montre que :E(X)=— (en utilisant la dérivée d’'une série géomeétrigae)que V(X) :_Zp (en
p p
utilisant entre autre la dérivée seconde d’'uneggFrométrique).

Il est a noter que I'espérance de la loi géométrida parameétre est la limite de I'espérance de la loi
géomeétrique tronquée de parametresp.

» Précautions en classe de Premiere

La variableX prend toutes les valeurs entieres sauf 0. L'usiesocié n'est donc pas fini et ne figure pas
aux programmes du lycée.

« Une approche a I'aide de l'algorithmique

Le processus au cours duquel on répete dans defticns identiques une épreuve de Bernoulli de
parameétrg et que I'on arréte au premier succés obtenur&sfacile a mettre en ceuvre avec un algorithme.
L'instruction ent(NbrAléat + p) génére un nombre aléatoire entier qui vaut 1 avecfréquence deet 0
avec une fréquence dé- p . On notera que, dans la pratique, le programmeespondant s’arréte

toujours.
Langage naturel

Entrée : valeur dp

Initialisation : X prend la valeur 0
k prend la valeur O

Traitement : tant quie=0
k prend la valeur ent(NbrAléat)
X prend la valeuk + 1

Fin du "while"

Sortie : valeur d&
Sur calculatrice
PROGEAM: LOIGEQM FROGERAM: LOIGEQM
iPromrt P ihile K=#
HI 5 o rentCHbrAl&at+P 2
HI S o o =k,
ihile K=@ ot o
tent.(HbrAl&at+P2| |tEnd
-_H{ OisF =
Pkl - modéle T 84+
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Sous Algobox

¥ VARIABLES

L o = L Th R % Bl

,_.
=

—p EST_DU_TYPE NOMBRE
—kEST_DU_TYPE MOMBRE
— ¥ EST_DU_TYPE MOMBRE

¥ DEBUT_ALGORITHME

— LIRE p

— k PREMD_LA WALELIR O

— X PREMD_LA_WALEUR O

W TANT_QUE (k==0) FAIRE
CEBUT_TAMT_GILUE

kPREMD_LA NVALELIR floorirandomQ+m
HPREMD_LA_WALEUR X+1
FIM_TANT_QUE

— AFFICHER "% égale "

— AFFICHER X

= FIN_ALGORITHME

Sous Scilab
Filoi geometrique
Ai{E=rang du premier succes
¥=0;
a=0;
= ("donner la probshilite d''un succes
while (a==0)
e=floor (rand () +p):
I=E+1;
[[Me="+=tring (a), "E="+string (H) ])
end
(3= M4string (X))

—
—_

"
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Annexe 5
Quelques outils de calcul avec la loi binomiale

« Tableur

La syntaxe LOLBINOMIALEK; n; p; FAUX) ou LOLBINOMIALE(k; n; p; 0) renvoie la probabilité
P(X =Kk), pour une variable aléatoikede loi binomiale de parametre®tp.

La syntaxe LOL.BINOMIALEK; n; p; VRAI) ou LOIL.BINOMIALE(k; n; p; 1) renvoie la probabilité
cumuléeP(X <k )

n
La syntaxe COMBIN{; k) donne la valeur du coefficient binom(allJ .

« Unlogiciel : Scilab

Calcul des coefficients binomiaux

coef binomiaux, sce

n= ["Entrer n :")
coef=[0]
for i=l:n+l
for jJ=1l:n+l
if 3==1 then
coef[i,3)=1;
else coef(i,3)=0

end;

L = R = L " o

end;

—
]

end;

for i=Z:nt+l

—_
[y

12 for J=2:1i

13 coef (i, j)=coef(i-1,3-1)+tcoef(i-1,3);
14 end;

15 |end;

—
[ay]

["Coefficents binomiaux pour n="+stringin))
[coef(ntl,:))

—_
-l

. . . .. (.n . .
L’algorithme ci-dessus affiche les coefﬂuer{tﬁj pour k compris entre O at, la valeur den étant celle

introduite au départ. (Les colonnes d’une matra& sepérées a partir de 1, ce qui explique lagorés du
n+1).
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L'algorithme ci-aprés affiche le triangle de Pascal

coef binomiauy: pascal,sce

n= ["Enktrer n ")
coef=[0]
for i=l:n+l
for j=1:in+l
if 3==1 then
coef[i,3)=1;
else coef(i,j)=0

end;

L e = L o LT I o B

end;

—_
]

end;
for i=Z:n+1

for j=2:1i

—_ = =
L % I

coef[i,j)=coef(i-1,3-1)+coef(i-1,3);

=
s

end;

—_
on

end;
for j=1:n+l
[eoef (n+l, 30

—_ = =
[ e I ]

end;

 Deux modeles de calculatrice

Modéles Tl (84, mais aussi 83 et 82 avec des oatiliins mineures)
v' Calcul de probabilités avec une loi binomiale

- Probabilité de 'événemertX =k }

Instruction (touche®2ND [VARS)) puis sélectionndioimelod -

Syntaxe : (hombre d’essais, probabilité de suaadsur désirée pour la probabilité).

- Probabilité de 'événemertX <k }

Instruction DISTR | (touche®2ND [VARS)) puis sélectionnd I iaaeal-

Syntaxe : (hombre d’'essais, probabilité de suaadsur désirée pour la probabilité).

v Valeur des coefficients binomiaux

Touched MATH | puisPRB et instruction[ Qe Ereg. Syntaxe « n, combinaison, k. »
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Modéele Casio (graph 35+)
v' Calcul de probabilités dans le cadre d’une loi binmiale

- Probabilité de 'événemertX =k }

Icone STAT, choisiflj (touche F5)) etV (touche F5)). Enfin, B (touchd F1)) et|VEY (touche
F2).

Renseigner la boite de dialogue :

Data : variable x : valeur désirée pour la probabilité ; Numtriabnrbre d’essaisp : probabilité de succes

- Probabilité de 'événemertX <k }

Icébne STAT puis saisir dans la liste 1 les valguises pak: 0, 1, ...,n.

Choisir (touchd F5]) etFIINIY (touchd F5]). Enfin, X8, (touchd F2]).

Renseigner la boite de dialogue :
Data : List ;x: Listl ; Numtrial : nombre d’essaip; probabilité de succes

Pour chaque valeur dela valeur de la probabilité de 'événemént <k} est affichée dans une liste.

v' Valeur des coefficients binomiaux

Touchd OPTN] puis|PRB et instruction/jJ&if. Syntaxe « n nCr k »
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Annexe 6

Coefficients binomiaux et quadrillage

L'objectif est de donner une représentation desffimdents binomiaux a partir des trajets sur un
guadrillage. Ce travail peut étre un sujet d’étuymtaur la série S.

P

De I'arbre au quadrillage = <

. . s R, nord-est F
On lance trois fois une piece de monnaie équilibrée

P
Il est d'usage de schématiser les huit issues tle ce / P
expérience aléatoire par les huit trajets dansrbrea
tel que celui représenté ci-contre. F F
Sur le schéma, et pour chaque lancer, on a cod# « P
pour « pile » et « F » pour « face ». /
P S~
On peut convenir d’orienter la branche de I'arbeesv \ / a
le nord-est pour chaque résultat « pile », versuld- =
est pour chaque résultat « face ». sud-est
_— P
F
\ F
On peut envisager une simplification, toujours avac méme nord-est o 3 piles

convention : chaque déplacement vers le nord-elsénsatise un
résultat « pile », chaque déplacement vers le stidg&hématise un /

résultat « face ». I"':IO 1 face, 2 pile

L’arbre obtenu pour la méme expérience aléatoiee pius que 4 _
terminaisons au lieu de 8. Toutes les issues dor@anéme nombre \ - 2 faces, 1 pil
de « pile » et de « face » correspondent en effdtisieurs trajets qui

aboutissent a une unique terminaison.
sud-est ® 3face
On retrouve ainsi, par exemple, qu’il y a troisjets donnant 1

« face » et 2 « pile », les trajets étant limités deux directions précédentes.

Généralisons celaralancers 6=1).

La variableX qui comptabilise le nombre de « face » suit unbiltomiale de parameétreset 0,5.

L'arbre correspondant aura+1 terminaisons correspondant au résultafacesn —k piles », c’est-a-dire a
Iévénement X =k}, pour toutk tel que Gxk<n.

n n n
On sait que P(X = k)=(k}x(%j et que chaque trajet a pour probabll(t%j . Il en résulte que,

n
pourO< k< n, le nombre de trajets aboutissant a la termma{@én: k est égal kj
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o 0 face, n piles : (8] =1trajet

n
1 face,n — 1 piles :[1) =ntrajets

n
k faces,n —k piles : (thrajets

@ n-1faces, 1pile ( 1) =ntrajets

n
n faces, O pile { j= 1trajet
n

Faisons tourner la figure de 45° dans le sensrtag@trique : les nceuds du schéma précédent demtenne
des points a coordonnées entiéres dans un regRogonal « naturel ».

(n =1ltrajet
/ 0 (nj = ntrajets
1
n ///
g
n-1
(n\ IGl.CtD
40k
n-k
" =n trajets
/ n-1)
&~
1
n .
. J — (n} =1ltrajet

0 1 k n-1 n

Les trajets considérés sont ceux partant de lieeigit aboutissant aux points de coordonr{&es— k), en
suivant toujours les directions vers la droite etsMe haut (I'un d’entre eux est représenté sfiglae).
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Interprétation des coefficients binomiaux
Retenons le résultat suivant :

n .
Le nombre(kJ représente le nombre de traje n-k F

reliant l'origine au point de coordonnées
(k,n=K), en suivant toujours les directions vers la

droite ou vers le haut. 1 J

L'un de ces trajets est représenté ci-contre.

Formule de Pascal
Cette interprétation fournit une démonstration gémigue simple de la formule de Pascal.

—KN
~ =

]
(RN
—

A
N

Supposons quésk<n-1.
Les trajets joignant I'origine au point de coordées(k, n— k) se subdivisent en deux catégories :

n —
- ceux passant par le point de coordonngea— k-1), qui sont au nombre {e K J ;

n-1
- ceux passant par le point de coordonn@esl, n— k), qui sont au nombre c{ek J .

-1 -1
On en déduit que, polrck<n-1: [Ej :[n j+( :_J (formule de Pascal).

Remarque
Cette interprétation des coefficients binomiauxnpatr I'obtention de plusieurs formules sommatoires

classiques. Le développement de ce point de vigt pas un objectif du programme.

Application : le probleme des pilules

Argan se croit malade, il doit prenda pilules dans la journée. Il dispose de deux badtentiques A et B
et, chaque matin, il plaaepilules dans chacune de ses deux boites. A chaiges il choisit une des deux
boites de fagon équiprobable, puis prend tant tast possible une pilule dans la boite choisiebAut d'un
certain temps 'une des boites est vide.

Combien I'autre boite contient-elle de pilules esyenne a ce moment-la ?
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Simulation de I'expérience sur Algobox
Voici un algorithme simulant 1000 expériences, aneclO.

1 VARIABLES 18 FIN_SI

Z a EST DU TYPE NOMERE 19 SINON

3 b EST_DU_TYPE NOMERE 20 DEBUT_SINON

4 ¢ EST DU_TYPE NCMERE 21 b PREND LA VALEUR b-1
5] d EST DU TYPE NOMERE 22 FIN SINON

g k EST_DU_TYPE NCMERE 23 FIN_TANT QUE

7 DEBUT ALGORITHME 24 c PREND_LA VALEUR c+MAZia b}
8 c PREND_LA VALEUR O 25 FIN POUR

9 POUR k ALLANT DE 1 & 1000 26 d PREND La VALEUR /1000

10 DEEUT FOUR 27 AFFICHER "Nombre moyen de pilules = "
11 & PREND LA VALEUR 10 28 AFFICHER d

12 b PREND LA VALEUE 10 29 FIN ALGORITHME

13 TANT_QUE (a!=0 ET b!=0) FAIRE .

14 DEBUT_TANT_QUE ReésuLTaTs |

15 SI (random{}<0.5} ALORS *replgorithme lancé***

16 DEEUT SI Nombre moyen de pilules = 3.551

17 & PREND_LA VATLEUR a-1 ***Algorithme termine***

Traitement mathématique

On peut d’abord envisager un traitement exhaustif pine petite valeur de(n=3 par exemple).

Pour une valeur plus élevéa £10), il est intéressant de visualiser chaque expéei@mmmme une marche
aléatoire sur un carré. Un bord est atteint (atelmi en haut) lorsqu’une boite est vide.

Ainsi une expérience pour laquelle il ne reste plusune pilule dans la boite A et 10 pilules danisdite B
correspond a l'uniqgue marche aléatoire aboutissamtoint de coordonnées (10, 0).

Si 1<k <9, une expérience pour laquelle il ne reste plusiaei@ilule dans la boite A et T pilules dans
la boite B correspond & une marche aboutissanbiat e coordonnées (1K), sans passer par le point de
coordonnéegl0.k — 1).

10

. 10+k
9 Nombre de trajets :[ 0 J

7 (10,k)

A
. k
5 \ Nombre de trajets : (91+0 J

C’est I'occasion de réinvestir l'interprétation géétrique des coefficients binomiaux.
Pourl<k<9, le nombre de chemins allant de 'origine au pdatcoordonnéegl0,k)sans passer par le

. . . (10+k 9+ k _ 9+k R
point de coordonnéeflOk — 1)est égal 10 17l 10 soit encore 9 d’aprés la formule de
Pascal.
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Puisqu’une telle expérience correspond a la consdiomdel0+k pilules, la probabilité de I'événement

9+k
9
o+k °

correspondant est donc égal

NotonsX la variable aléatoire correspondant au nombreildéep restant dans une boite dés que I'autre est
vide. Les deux boites jouent un réle symétrique e déduit que :

— P(x :]_O): ZX%:?]; :
(9+kj [9+ k)
9 9
- pourl<sk<9, P(X=10-Kk)= 2x = .

L0k - 2%k

Remarquons que la derniére égalité englobe la prerpourk =0.

9
On peut utiliser un logiciel de calcul formel padrifier que :Z P(X =10-k)

k=0
(9 + kJ
9
= 3524.

29+k -

(9+ kj

9 9

z 29+k = 1
k=0

9
Il en est de méme pour le calcul de I'espéraB¢) = z @0-k)x
k=0

La simulation précédemment effectuée est en acoad le résultat.
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Annexe 7

Compléments sur la prise de décision

Les compléments portent sur deux points :
v la notion d’intervalle de fluctuation unilatéral ;
v la notion d’erreur attachée a la prise de décision.

Ces compléments ne sont pas des attendus du program
A — L’affaire Woburn

[D'aprés DUCEL Y., SAUSSEREAU B. : « La prise decidon de la Seconde a la Premierd&eperes
IREM, 85, octobre 2011, Topiques éditions, Nancy (aifra)]

Le document ressource des programmes de mathéemtap lycée professionnel propose la situation
suivante :

Une petite ville des Etats-Unis, Woburn, a conmta® de leucémie parmi les 5969 garcons de moid$ de
ans sur la période 1969-1979. La fréquence degeies pour cette tranche d’age aux Etats-Unisgese &
0,00052. (SourceMassachussetts Department of Public Héalth

Les autorités concluent qu’il n’y a rien d’étrardpns cette ville. Qu’en pensez-vous ?

De facon plus précise, on peut reformuler la qoastbus la forme suivante : le nombre de cas oéserst-
il significatif d’une situation anormale pour cette ville ou bpeEut-on considérer qu'il est simplement le
fruit du hasard ?

Pour mieux faire comprendre le contexte d’expéeesiéatoire sous-jacent a cette situation, oralaspose
en termes de schéma d’urne : la population desogarde moins de 15 ans sur la période 1969-1979 des
Etats-Unis sera assimilée a une urne contenan®@0®oules rouges ou vertes ol

« les boules rouges, au hombre de 52, représentepéteonnes atteintes de leucémie,

« les boules vertes représentent les personnes teimtes.

On peut considérer, en premiére approximation,lgympulation des 5969 garcons de moins de 15w&ms s
la période 1969-1979 a Woburn est assimilable lasBovation d’'un échantillon (au sens de la dé€initi
donnée en Seconde) de 5969 boules, prélevéesatedgqiprobable et avec remise dans 'urne.

La question posée reléve alors d’'un problemepdse de décision Nous ne pouvons pas utiliser la
démarche préconisée dans le programme de Seconbhs canditions de sa validité ne sont pas s#tsfa
En effet icin vaut 5969,n > 25, maisp vaut 0,00052, valeur trés inférieure a 0,2.

D’aprés le schéma d’'urne adopté, I'expérience aikatie départ E : kxtraire une boule de I'urne et noter
sa couleur», est une expérience de Bernoulli de paramptre,00052. L'expérience aléatoire attachée a la

situation est I'expérience aléatoire obtenue p&95Qrépétitions » a l'identique de E. On associzetie
nouvelle expérience aléatoire un modeéle probabi(@t P) et la variable aléatoirg qui, a toute issue. de

I'expérience fait correspondre le nombre (entieoé X ( ), de boules rouges obtenues dans l'isaud.a
variable aléatoir& suit la loi binomiale’ (n; p) oun vaut 5969 et op est inconnu.

1. Lasituation est-elle normale a Woburn ?
Se poser la question de savoir si la situatiomesinale & Woburn, revient a se demander si I'édlamt

observé peut étre considéré comme issu d’'une pigulaour lagquelle la proportion de cas de leucéesie
p =0,00052 comme dans tout le pays. Dans le cas contraismamené a considérer qoue& 0, 00052
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La figure 1 représente le diagranthem batons de la loi binomiaé(n; p) avec n=5969 et p =0,00052,

car on raisonne sous I'hypothése de travail quesitlaation est normale a Woburn, c'est-a-dire que
p =0,00052

k P(X=k) P{X<k) [ gaz00

0 00448 0,048

1 01382 0,1841

2 02162 0,4003

3 02237 0,6240

4 0,736 0,7976 | 0,2000
5

]

7

8

0,1077 0,9053
0,057 0,9610
0,0247 0,9857
0,0096 0,9353

9 0,0033 0,9386

10 00010 0,9998

11 00003 0,9999

12 00001 1,0000

13 00000 1,0000

14 00000 1,0000

15 00000 1,0000

16 00000 1,0000

17 00000 1,0000

18 0,0000 1,0000

19 00000 1,0000

20 0,0000 1,0000

21 00000 1,0000 | 0,0500 |

22 0,0000 1,0000

23 0,0000 1,0000

24 0,0000 1,0000

25 0,0000 1,0000

0,1500

0,1000

0,0000 - —T T T T L T T T
0 1 2 3 4 5 & 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 15 20

Fig. 1 : Diagramme en béatons et probabilités cureslé
de la loi binomiale pour n=5969 et p=0,00052

Un raisonnement analogue a celui fait pour les @kesnprécédents de prise de décision conduit & un
intervalle de fluctuation, que nous qualifierons laasuite debilatéral, au seuil de 95% égal a [0 ; 7] pour la
variable de décisioX. On pourrait de méme définir en adaptant les raisoents précédents un intervalle
de fluctuation bilatérahu seuil de 90%: c’est lintervalle [1; 6]. Les fréquences capendantes sont
données dans le tableau de la figure 2 :

Seuil de 95 % Seuil de 90 %

IF bilatéral Effectif | Fréquence IF bilatéral Effectif | Fréquence
Borne inf 0 0,0000 Borne inf 1 0,0002
Borne sup 7 0,0012 Borne sup 6 0,0010
p-1/racine n -0,0124

p+1/racine n 0,0135

Fig. 2 : Intervalles de fluctuations bilatéraux aseuils de 95% et de 90%

On remargue que l'intervalle de fluctuation bilalgo ; 0,0012] au seuil de 95% trouvé ici est éxtement
différent de l'intervalle de fluctuation donné paformule de la classe de seconde :

1 1

[po —%, 0, +%} =[0,00052—m 000052+ ———

Il est clair, comme on 'a déja noté, que la foratidh donnée en seconde n’'est pas du tout adaptée a
contexte de cette situation, ni aux conditions'aaskrvation, pour prendre la décision.

} =[-0,0124;0,0139

Les regles de décision correspondant a chacumtisalles de fluctuation aux seuils respectif98eo et
de 90% sont représentées dans les deux figure4 3 et

8 Ce diagramme (Fig. 1) n’est pas obtenu par sinaumanais par calcul en utilisant la fonctionnali®!.BINOMIALE
du tableur.
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k P(x=k) P(K<=k) 02500
0 0,0448 0.0448 WOBURN - Binomiale n = 5363 ; p = 0,000 52
1 0,1392 0,1841

[ . ’ .
§ gg;;g gégga 0,2000 IF bilatéral au seuil de 95 %
4 0.1736 0.7976
5 0.1077 0.9053
6 0,0557 0,9610
7 0,0247 0,9857 01500 =
8 0.0096 0.9953
9 0.0033 9986 p b blt'
10 0.0010 Eﬂ@gga 3|||Bé ronanpiliite
11 0,0003 g A 1000 . |
12 0.0001 ra%ﬁneure ou lpfell‘IEEJrg ngj)/
13 0.0000 A = 0, ega eacd, 0
i 0.0000 = | - aZD,SSmA) _____
15 0,0000 1,0000 F~J _--
16 0,0000 1,0000 S L
17 0.0000 1.0000 A
18 0.0000 1.0000
19 0.0000 1.0000 00000 ﬁl_,_l‘ —— 71—
20 0.0000 1.0000 1 2 3 4 5 6 7 8 @ 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
21 0.0000 1.0000
22 0.0000 1.0000

On décide que la | ©On décide que la| On décide que la

situation est situation est situation est
anormale normale anormale
p # 0,0005: p = 0,00052 p # 0,0005:

Fig. 3 : Régle de décision avec I'intervalle decfluation bilatéral au seuil de 95 %

k P(¥=k) P(X<=k) 0.2500

0 0.0448 0.0448 WOBURN - Binomiale n = 5969 ; p= 0,000 52

9 1 0,1392 0,1841
2 0.2162 0.4003 . L, .
5 N 22000 IF bilatéral au seuil de 90 %
4 0,1736 0,7976
5 01077 0,9053

9 6 0,0557 0,9610
7 0.0247 0.9857 01500
8 0,0096 0,9953
9 0,0033 0,9986 e 2
10 0.0010 Probabilité,,, . |N N N | Probabilité
1 0.0003 | Q28 lure ou IRfErigtre o
12 0,0001 11 e A EQ
13 0.0000 “eplela 5 % égale a5 %
14 0.0000 -3 Gn’uﬂ‘ ] - B N i
5 0000 T i
[ 0000 0000 ~ e g
7 0000 0000
8 0000 0000
19 0.0000 1.0000 S ——
20 0.0000 1.0000 1 2 3 4 5 1) 7 8 9 10 11 1z 13 14 15 16 17 18 19 20
21 0.0000 1.0000
22 0,0000 1,0000

On décide que la | On décide On décide que la
situation est que la situation est
anormale situation est anormale
normale
p # 0,0005: p # 0,0005:
p = 0,00052

Fig. 4 : Regle de décision avec l'intervalle dectliation bilatéral au seuil de 90 %

Dans les deux cas, comme l'effectif observé xest9, on est conduit a décider que le nhombre de cas de
leucémie observé est anormal pour une proporticefdeencep = 0,00052 valable pour tout le pays.

Le traitement mathématique est analogue aux examiplités précédemment comme nous l'avons
remarqué. Cependant si on prend en compte la isigtidin réelle du contexte de I'affaire Woburn, sou
sommes amenés a modifier le regard que nous aunrnete situation. Dans les exemples traités jasqu
présent la logique conduit a mettre sur le méme,dlarsque la proportiop n'est pasp,, le cas ou la
proportion est supérieure strictemenpg (valeur théorique retenue) et celui ou la propartst inférieure
strictement ap,,.

Il en est tout autrement dans la situation de Wolwir il s'agit d’'un probléme qui touche a la santé
publique. En cas de rejet de I'hypothése p,, le casp< p, signifie, certes que la situation est anormale
mais concretement qu'’il y a, toute proportion gardéoins de cas de leucémie que dans le resteysu@a
gui est une bonne chose en soi et peut rendrddadei Woburn agréable a vivre et attractive. Branghe le
cas p> p, signifie également que la situation est anormalais concretement qu’il y a, toute proportion

gardée, plus de cas de leucémie que dans le regtayd. Ce qui rend la ville de Woburn plus dangssea
habiter qu'ailleurs.
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On voit ainsi que les enjeux ne sont pas les mé&wgsleux cétés de l'intervalle de fluctuation. Augkitot
gue de se demander si la situation est normalgquiceormellement revient a trancher entre les higpsés
p=p, et pZ p,, il vaut mieux se demander si la situation a Wome serait pas, au vu du nombre de cas

observeé, plutét dangereuse pour la santé publique.
2. La situation est-elle dangereuse pour la santé alwim ?

Compte tenu des enjeux, c’est plutbt la questiorissdangerosité de la situation qui est pertineiates le
cas de Woburn. Il s’agit de trancher entre I'hygsth «a situation n’'est pas dangereusece qui
formellement s’écrirap< p, et 'hypothese &a situation est dangereusece qui formellement s’écrira

p>p,, avec p, =0,00052.

Pour statuer, on trace le diagramme en batons derlable aléatoireX qui suit la loi binomiale pour
n=5969 et p=0,00052 Si le nombre de cas obsemveést faible, il n’y aura pas lieu de penser a urgda

En revanche, si le nombre de cas obsa&rgét tres élevé, il y aura lieu de penser a unelamdais on sait
gue si p=0, 00052 0n peut quand méme avoir des échantillons pagulgs la valeur observéade X est

relativement élevéd.a question est de déterminer une valeub au-dela de laquelle on estimera que la
valeur élevée dex n'est plus le fruit de la fluctuation due au hasad, mais est plutdt révélatrice d’'une
situation dangereuse.

L’idée est de partager I'axe de valeurs de la Wgiale décisiorX seulement en deux intervalles, [f] et
]b, n], au lieu de trois comme dans les prises de d#tigiécédentes. Tant que la val@uwbservée sera
proche de 0 (i.e. dans [®]), il 'y aura pas lieu de déclarer la situatiaangdereuse. Au-dela dg c’est-a-
dire six est dansl, n], on déclarera la situation dangereuse. Dans agfteoche, [0 b] sera l'intervalle de
fluctuation. On parlera alors d’'intervalle de fluation unilatéral pour le distinguer de lintervalle de
fluctuation utilisé en classe qu’on a qualifié datéral. Si on fixe le seuil & 95 %, sera choisi pour que
[0, b] soit le plus petit intervalle tel que(X >b) < 005).

La lecture des probabilités cumulées de la loi tmiiabe pourn= 5969t p=0,00052de la figure 1 donne

b=6. Ce qui conduit, comma&= ,% décider que la situation est dangereuse paant a Woburn.

De plus, par construction de l'intervalle de flution [0, 6], on peut affirmer qu’en prenant cetéision
on a moins de 5 % de chances de se tromper. Rlas@ment, la probabilité de décider que la sibnatist
dangereuse, alors qu’elle ne I'est pas, est égi@>6) =1- P(X <6) =1-0,9610, soit environ 4,9 %.

La regle de décision est représentée graphiquepaea figure 5 :

0,2500
WOBURN - Binomiale n = 5969 ; p = 0,000 52

0,2000

IF unilatéral droit au seuil de 95 %

0,1500
Probabilité
) inférieure.ou
égale a5 %
0,0500 e =TT ITT
0,0000 T T T T T T T T T T T
1 2 3 4 5 6 7 8 @ 10 11 12 13 14 15 16 17 18 1% 20
ntervalle de fluctuation Zone de rejet
On décide que la On décide que la
situation n'est pas situation est
dangereuse dangereuse
p < 0,0005: p > 0,00052

Fig. 5 : Regle de décision avec l'intervalle dectliation unilatéral au seuil de 95%

58/63



Les bornes des intervalles de fluctuation bilatéreiucelles de I'intervalle de fluctuation unilaéau seuil
de 95% sont rassemblées dans le tableau de l& figur

Seuil de 95 % Seuil de 95 %

IF bilatéral Effectif | Fréguence IF unilatéral Effectif | Fréquence
Borne inf 0 0,0000 Borne inf 0 0,0000
Borne sup 7 0,0012 Borne sup 6 0,0010
p-1/racine n -0,0124

p+1/racine n 0,0135

Fig. 6 : Comparaison du cas bilatéral et du caslatéiral au seuil de 95%
3. Commentaires

Alors que les autorités locales et les experts gmementaux ont conclu, dans un premier tempsl, jy’i
avait rien d’étrange dans le nombre de cas de meiecébservés, a la suite d’actions et d’étudesepriges

par les familles avec leurs propres experts, le aBément de Santé Publiqgue du Massachusetts a
officiellement confirmé en avril 1980 que le taur teucémie constaté était anormalement élevé. La
recherche des causes a conduit a soupconner leda dlle polluée par le trichloréthylene. Cettetife
histoire illustre bien les enjeux de la démarchéisique.

On a vu dans cet exemple qu’une méme situationgmauter lieu a plusieurs questionnements possétjes
en conséquence, a des traitements mathématiqé@=dis :
« soit on souhaite décider entta situation est normalé.e. p=0,00052) etLa situation n’est pas

normale (i.e. p#0,00053 : le risque est a prendre en compte des deus c#é’intervalle de

fluctuation, ce qui conduit a un intervalle de flution bilatéral.
« soit on souhaite décider entra situation présente un danger pour la saie p>0,00052 etLa

situation ne présente pas un danger pour la séné p<0,00052 : le risque est & prendre en

compte d’'un seul c6té de lintervalle de fluctuati@e qui conduit a un intervalle de fluctuation
unilatéral.
Dans les deux cas les calculs sont effectués gave®, 00520et la variable de décision utiliséX, =nF ,

suit la loi binomiale(n; p) avech =5969 et p =0,00052

Concernant par exemple la situation a Woburn, corfioteservation donnex= 9on décidera que la
situation est, avec le méme seuil de 95 %, anorrealaitilisant I'intervalle de fluctuation bilatéragt
dangereuse en utilisant I'intervalle de fluctuatiomilatéral. Mais si I'observation avait donné= du
X=7, on aurait été amené a déclarer la situation amleravec l'intervalle de fluctuation bilatéral aeus
de 90 %, mais normale avec l'intervalle de fludtratilatéral au seuil de 95 %. De méme, avec lenené
seuil de 95 %, si I'observation avait donmé , gh aurait été amené a déclarer la situation nerma
utilisant I'intervalle de fluctuation bilatéral, nisadangereuse en utilisant l'intervalle de fluctoiatunilatéral.
On voit bien que le choix de la question a pokterdjtuation est-elle normale ? La situation présenrelle
un danger pour la sant®), le choix du seuil (90 % ou 95 % par exempla)fdrme de lintervalle de
fluctuation (bilatéral ou unilatéral) vont influsur la régle de décision a adopter, et par consdécue la
décision elle-méme.

Dans une démarche de prise de décision, il est dénessaire de clarifier en premier lieu le chaés d
hypothéeses pour formaliser un questionnement giuméme, dépend des préoccupations du décidewr liée
aux enjeux (économiques, sociaux, sanitaires,igods, ...) de la situation. Le seuil devra égalenétre
défini en amont de la mise en forme mathématigeectix des hypothéses déterminera ensuite la fdeme
l'intervalle de fluctuation a utiliser. Il est donm@cessaire de veiller a ce que la forme de I\valér de
fluctuation utilisé soit toujours en cohérence aleguestionnement naturellement induit par laasitun
concréte, méme si pour des raisons pédagogiquese dimite en classe aux intervalles de fluctuation
bilatéraux.

Dans la réalité, toute prise de décision statistisuppose, en préliminaire a la mise en ceuvre maticgue,
une analyse approfondie de la signification comcdis risques encourus qui ne peut étre que ledfuie
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concertation interdisciplinaire entre les diverseacs professionnels (dont le statisticien n'esuwues
éléments) concernés par cette prise de décision.

Bibliographie

Ministére Education nationale-DGESCQRessources pour la classe en baccalauréat professio—
extrait : Probabilités et statistiqueBocument de travail, avril 2009.

Ministére Education nationale-DGESC®essources pour la classe de Seconde — extraibabilités et
statistigues2009.

B — Radioactivité ou bruit de fond ?

L’activité suivante est inspirdede présentations effectuées par Monsieur AlainIBR/ enseignant-
chercheur a I'INSTR, institut dépendant du Commissariat & I'énergienaiue a Saclay. Convaincu de
l'intérét pédagogique des expérimentations sur éabl Monsieur VIVIER déclare : « pour ma part je
n'aurais jamais approfondi ces aspects [de stajisti et probabilités], indispensables en physiqaasde
tableur. Cela m'a été utile non seulement pour dsepects d’enseignement, mais aussi de recherche,
notamment dans le domaine de la problématique dilide décision, qui peut s’avérer parfois diffecib.

Une activité sur le théme de la radioactivité, detat a rechercher un seuil de différence sigatfie a
avec le modele binomial, peut se présenter comite su

On mesure en laboratoire, avec un compteur Gaigeopjet pouvant étre « radioactif ». Le compteir e
réglé selon une certaine sensibilité et on effeahemesure a un métre de I'objet, pendant dixrsben
L’instrument compte 37 désintégrations ou « coupSependant, avec ce réglage et dans ces conglitions
une mesure de « bruit de fond » (correspondargr&ifonnement du laboratoire) donne en moyenne un
comptage de 30 coups. La question qui se poseestvibir si la différence observée est assez iuptart
pour considérer I'objet comme « radioactif ».

On suppose que dans le laboratoire, durant chaept@&me de seconde, le compteur est aléatoirement
susceptible de compter un coup de bruit de fond ane probabilité 0,03, ce que I'on simulera adkai
d’'un tableur avec I'instruction =ENT(ALEA()+0,03).

1. a.Simuler en colonne A un comptage de bruit de fomadant 10 secondes, puis recopier vers la droite
pour obtenir la simulation de 100 comptages.

b. Calculer la moyenne des 100 comptages simulésllEsproche de 30 coups ? (Faire F9 pour obtenir
d’autres simulations.)

c. Un comptage supérieur ou égal & 37 coups vousledrilexceptionnel ?

2. a.Déterminer les parametrasetp de la loi binomiale suivie par la variable aléed{ modélisant un
comptage de bruit de fond pendant dix secondes.

b. Sur une nouvelle feuille, calculer une table fassantP(X < k) pourk allant de 0 a 1 000.

3. SoitN est le plus petit entier tel qu@¢X < N) = 0,95. On dira qu'’il y a radioactivité significagi\si le
nombre de coups est supérieur ou éball.

a. Déterminer la valeur ds.

b. On observe un comptage de 37 coups. Peut-on évasigue la radioactivité est significative ?

c. Quelle est la probabilité de considérer que laogdivité est significative alors que c’est unibie

fond ?

4. On considere un objet radioactif pour lequel, durghaque centiéme de seconde, le compteur est
aléatoirement susceptible de compter un coup aecobabilité 0,05. On considere la variable aléato

Y modélisant le comptage des désintégrations peuifasecondes.

a. Donner les parameétres de la loi binomiale suigieYp

b. Déterminer la probabilité de ne pas détecter comadimactif I'objet considéré.

° Avec l'aimable autorisation de Monsieur Alain V&K
19 |Institut national des sciences et techniques airelg.
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Eléments de réponse

3.a.N =30,
k P(X<K) =
37 0,9142
38 0,9381
39 0,9563
40 0,9698

b. Un comptage de 37 coups n'est pas significatif. dnsidére qu’il y a radioactivité a partir d’un
comptage de 40 coups.

c. La probabilité cherchée correspondPéX = 40) ou X suit la loi binomiale de paramétres=1000 et
p = 003. On a choisi un seuil de 95 % de facon a rendte eereur peu probable, inférieure a 5 %.

4.a.n=1000 et p= 005.

b. L'objet n’est pas détecté comme radioactif coroespa I'événemen{tY < 39} dont la probabilité vaut
environ 0,06.

Remarques :

On a deux fagons de se tromper :
« déclarer gu'un objet est radioactif alors que clesbruit de fond (c’est I'objet de la question; 3)
« déclarer qu'il n'y a que du bruit de fond alors diobjet est radioactif (c’est I'objet de la queasti4).

Il est utile d’appuyer le raisonnement sur I'obsgion des diagrammes en béatons des lois binomiales
% (1000 ; 0,03) et# (1 000 ; 0,05).

(1000 ; 0,03) et (1 000 ; 0,05)

0,08
0,07 -
0,06 - X
0,05 -
0,04 -
0,03 -

Y
0’02 7 “ “
0,01 -
0 ..||I|| |||I|I|...

10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80
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C — Cartes de controlé

Dans l'industrie automobile, certains véhiculesieadeur passage en peinture, présentent un dééaut
type « grains ponctuels ». Ce défaut est pratiquerimeperceptible, mais constitue un témoin de la
gualité du processus de peinture.

On dit que le processus est « sous contrble »Uer2f % des capots produits ont ce type de délest.
modifications apportées au processus de fabricatiohsusceptibles de modifier ce pourcentage, gians
sens ou dans l'autre.

On contr6le la production en prélevant des échansilde 50 capots. La production est suffisamment
importante pour considérer qu'’il s’agit de tirageshasard avec remise.

On choisit de fixer le seuil de décision de sorte da probabilité de rejeter I'hypothése a tortt soi
inférieure & 5 %.

On accepte I'hypothése selon laquelle la proportians la production ept= 0,2, lorsque la fréquende
observée sur I'échantillon se situe dans l'intdevee fluctuation au seuil de 95 %.

Les « limites de contr6le » sont les bornes deediialle de fluctuation au seuil de 95 %, calculéess
considérant la variable aléatoide correspondant au nombre de capots présentantféitdgur un
échantillon de taille 50. Sous I'hypothépe= 0,2, cette variable aléatoire suit la loi binaki de
parametres = 50 etp = 0,2.

1. Calculer les « limites de contrdle ».

2. Simuler le fonctionnement de cette carte de céntadsque le processus est sous contréle.

3. Le processus est sous contrdle, quelle est laapiiiié de commettre une erreur de décision armparti
d’un échantillon ?

4*2 En réalité, la proportion de capots présentamiékaut dans la production est 0,3. On considére la
variable aléatoireé correspondant au nombre de capots présentanfdatdsur un échantillon de taille
50.

a. Donner les parameétres de la loi binomiale suigieYp

b. Quelle est la probabilité de décider que le preug®st sous contrble ?

Eléments de réponse

1. Les limites de contréle sont 0,1 et 0,32 corredpoh a des effectifs de 5 et 16 capots présergant |
défaut.

2 B4 ~(2 £ | =ENT(ALEA{)+$C31)
' A B G D E F G H J K
1 [n=50 p=02
2
3 rang échantillon 1|échantillon 2|échantillon 3|échantillon 4| échantillon 5| échantillon 6 [ échantillon 7| échantillon 8 | échantillon 8 |échantillon 10
4| 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 1
5 2 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0
6 3 0 0 0
T 4 0 0 1
8 5 1| 04 0 0
2 6 0 0 0
10 T 1 0 0
11 8 0 1 0
12 9 0] 03 0 0
] - . ——
* *
15 12 0 . . 0 1
16 13 0| o2 0 0
17 14 0 +* * 0 0
18 15 1 0 0
18 18 0 * + 7 0
20 17 0] o4 0 0
21 18 0 0 0
2 19 0 * 0 1
23 20 0 0 0
24 21 0 0 . . i . i 0 0
25 22 0 0 1
26 23 1 0 2 4 6 8 10 0 0
27 24 0 1 0
28 25 0 T U T U T U T U T U T U T T 0 1
29 26 0 | 0 | 0 | 0 | 0 | 0 | 1 | 0 0 0
0 27 il | 0 | 0 | 0 | 0 | 0 | 0 | 0 0 il

1 Mises au point en 1924 & Bell Telephone Compampar Walter Shewhart (1891-1967), les « cartesaterdle »
sont a la base de la « maitrise statistique desedés ». Toujours utilisées en raison de leur suitl(on reporte les
valeurs observées sur le graphique de la carte}s définissent des limites de contréle de certparmmetres de la
production, comme la fréquence, la moyenne ou ttégae, telles que si ces limites sont dépass#es,actions de
correction puissent étre menées.

121 e questionnement sur les erreurs n’est pas endtdu programme. Aucune connaissance a ce progstsdonc
exigible. Cette question peut cependant étre pdaie un cadre de réflexion ou de recherche.
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3. Si X suit la loi binomiale de parameéetrea=50 et p=02, on a P(X<4)=0, 0185 et
P(X =17) =0,0144. La probabilité de commettre une erreur de déeikiesquep = 0,2 correspond a la
probabilité de la zone de rejet soit environ 3,3 %.

4.a.n=50 et p=03.

b. On est dans une situation ou I'nypothpse0,2 ayant permis la construction de la carteatdrdle est
fausse. En décidant que le processus est sousblepntm commet une erreur. La probabilité de
commettre cette erreur, & partir de 'observatiam dseul échantillon, esP(5<Y <16) oY suit la loi
binomiale de paramétras= %2 p= 03. On trouve environ 68,4 %.

Remarques :

— On peut, dans un premier temps, observer padadiowi la fréquence des erreurs (points situésdag
lignes de controle alors qup#  0.2n introduisant la valeur 0,3 en cellule C1 etaetionnant de
nombreuses fois la touche F9.

— Il est difficile de distinguerp= 0,2t p= 03 avec un seul échantillon de taille 50. La procédie
décision a tendance a étre « conservatrice » @tégie I'hnypothesep = 0,2qui n’est rejetée que si la
différence observée est réellement significatiVest utile d’appuyer le raisonnement sur I'obséora
des diagrammes en béatons des lois binomidlés0 ; 0,2) ets (50 ; 0,3).

%$(50;0,2) et B(50; 0,3)

0,16 ~
0,14 4
0,12

0,1
0,08 4
0,06
0,04
0,02
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