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MONOTONIE SUR UNE REUNION D’INTERVALLES

Objectif Etudier les variations d’une fonction sur la réunion de deux intervalles a partir
de ses variations sur chacun d’eux.

Outils Monotonie
Continuité en un point.
Passage a la limite d’'une inégalité large.

Si f est une fonction croissante (respectivement décroissante) a la fois sur un intervalle I
et un intervalle J non vides, alors f est-elle une fonction croissante (respectivement :
décroissante) sur I'ensemble K =1uU J ?

0 [=

A. Un exemple

On rappelle que la fonction « partie entiére » E associe a tout réel x le plus grand des entiers relatifs
R—>Z
E:xt—>n telque n<x<n+l

E(x)
X

inférieurs ou égaux a x ; c'est a dire :

Soit f et g les fonctions définies sur[-2; 0 [ par f(x)= et g(x) =xxE(x).

1. Prouver que f et g sont monotonessur[-2;-1[,sur[-1;0].
Représenter f et g sur deux figures distinctes.

2. a. f est-elle croissante sur[-2;0[? (Calculer f(—%) et f(-1)).

b. g est-elle décroissante sur[-2;0[?

B.CasoulnJ=d

On suppose qu'il existe une réel o commun a deux intervalles 1 et J (donc la réunion de I et J est un
intervalle K).

1. Prouver que, si f est une fonction définie et croissante a la fois sur I et sur J, alors f est
croissante sur K.

AIDE:
Prendre x, et x, quelconques dans K tels que x, <x, et comparer f(x,) et f(x,) en envisageant chacun des

trois cas suivants:
* X sa et Xy S0
° Xy zoaetx=>o;

* XjfosX, .
2. Etablir un résultat analogue quand f est une fonction définie et décroissante sur I et sur J.

3. Enoncer le théoréme démontré.
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C. Casou InJ=getludestunintervalle
1. f estune fonction définie et croissante surI=[a;b[etsurJ=[b;c].
a. Conjecture

Quelle hypothése supplémentaire peut-on ajouter sur la fonction f pour qu'elle soit croissante
sur K ?

b. Preuve
On suppose que pour tout réel xde Ton a: f(x) < f(b). Prouver que f est croissante sur K.

AIDE
Prendre x, et x, quelconques dans K tels que x; < x, et comparer f(x,) et f(x,) en envisageant chacun des

trois cas suivants:
* X, etx, sonttous les deuxdansl;

* X, etx, sonttous les deux dansJ;
* X, estdansletx, estdans].

2. Cas patrticulier : la fonction f est continue en b.
On suppose que :
» f estdéfinie et croissante surI=[a;b[etsurJ=[b;c];
» f estcontinue en b.
a. Démontrer que, pour tout réel xde I, on a: f(x) <f(b).
I On pourra utiliser le fait que pour tout x> e [x; b [, f(X) <f(x")

b. Enoncer le théoréme démontré.

D. Cas ou I u Jn’est pas un intervalle
On donne la définition suivante :
Soit A une partie de R, qui n'est pas nécessairement un intervalle.
On dit que f est croissante (respectivement décroissante) sur A si, quels que soient x, et x,
de A, tels que x, <x, ona f(x,) < f(x,) (respectivement: f(x,) > f(x,)).

1. Contre-exemple

. 1 L L
La fonction f :x H; est elle décroissante sur[ -1 ;0[etsur]0;1]? f est-elle décroissante sur
[-1;0[vw]0;1]?
I On pourra s'aider d'une représentation graphique de f.
2. Conjecture

f est une fonction définie et croissante sur chacun des intervalles I et J avec K=1 U J qui n'est
pas un intervalle.

Quelle hypothése supplémentaire peut-on ajouter sur la fonction f pour qu'elle soit croissante sur
K?
3. Preuve
On suppose que pour tout réel x de I et tout réel y de J on a f(x) < f(y).
En envisageant plusieurs cas, prouver que f est croissante sur K.

AUTRE FORMULATION DE L'HYPOTHESE SUPPLEMENTAIRE
f (I) admet une borne supérieure r, f(J) admet une borne inférieure s, etr<s.
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COMPOSEES ET RECIPROQUES

Objectif Mettre en ceuvre les concepts de fonction composée et de fonction réciproque.

Outils Théoréme de la bijection.

Sens de variation de la réciproque d’'une fonction et de la composée de deux
fonctions.

On se propose d'étudier une fonction définie par intervalles en utilisant les propriétés de
sa fonction réciproque

Sont tracées ci-dessus les courbes C,, C,, I';, T',, représentations respectives, dans un repére

orthonormal (O;1;7), des fonctions suivantes :

]-»;0] — R [0;+0] > R
f,: X > % f,: X > %

]-©;0] — R [0;+0][ — R
Q X s x+Vx—x 0, X - 2_)(le

Le but de ce probléeme est de mettre en évidence certaines relations entre ces fonctions, mettant en
jeu la composition ou le passage a la fonction réciproque, et d'étudier certaines propriétés de I', et I,.
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4.

a.
b.

Veérifier que, pourtoutxde ] - ;0],ona f(x)= 1+% .

En déduire le sens de variation de f,, puis que f, réalise une bijection de ] - ;0] sur
[0;1[.

Soit fl_1 la fonction réciproque de f,. Déterminer fl‘l(y), pourtoutyde[0; 1.

Vérifier que, pour toutxde [0 ; + oo [, f,(X) =1—ﬁ,

En déduire le sens de variation de f,, puis que f, réalise une bijectionde [0; + oo [sur[0; 1.

Soit 1‘2_1 la fonction réciproque de f,. Déterminer fz‘l(y), pourtoutyde[0;1].

Démontrer que ¢, =f, ' o f, etque o, =f, " of,.
En déduire le sens de variation de ¢, et celui de ¢,.

Démontrer que les fonctions f, et ¢, sont réciproques I'une de l'autre. Qu'en déduit-on pour
leurs courbes représentatives I', et T, ?

Y

Déterminer les réels o, B ety tels que, pour tout réel x de [0 ; + oo [, on ait ¢, (X) =ax+p+ D

En deduire que I', admet pour asymptote une droite A, que I'on précisera.

On note s la réflexion par rapport a la droite d’équation y = x. On admet le résultat suivant : si
une courbe C admet pour asymptote une droite A, alors la courbe s (C) admet pour asymptote
la droite s (A).

Démontrer alors que I"; admet pour asymptote une droite A, que I'on précisera.

g, désigne la fonction affine telle que y=g,(x) soit I'équation réduite de A dans le repere

N

(0;7; 7). Retrouver le résultat démontré au b en démontrant que lim (¢,(X)—g,(X))=0.
X—>+00

INDICATION
Démontrer que, pour tout réel x supérieur a 1 :

1 r o . L
QO (X)=g;(X)=xX| 1= 1—; 5 puis utiliser une expression conjuguée.

Démontrer que I', admet I'axe des abscisses pour tangente au point origine.

s étant la réflexion définie a la question 3.b., on admet que, si une courbe représentative C
admet la droite A pour tangente en M, alors la courbe s (C) admet la droite s (A) pour tangente
en s (M).

Déduire de ce résultat la tangente a I', au point origine.

IIl — Monotonie et continuité Composées et réciproques 5



DE COURBES EN COURBE

Objectif Terminale scientifique.
Se familiariser avec les notions de fonction réciproque et de composée, y
compris sous l'aspect graphique.

Outils Fonctions réciproques, fonctions composeées.

Représentation graphique des fonctions composées.

u S On se propose de construire, dans un cas particulier, la représentation graphique d’une
' 4 E)} fonction non définie explicitement.

0 [==
Soit f la fonction définie sur R—{-1;1} par f(x):%(x—ﬁ—ﬁ) dont voici, ci-dessous, la
courbe représentative dans un repére orthonormal.
y -
>4+
[l J 1 1
X’ oV X
y™
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1. Démontrer que f estimpaire. Etudier les variations de f et dresser son tableau de variations.

2. Ondésigne par F larestriction de f alintervalle ] -1;17.
a. Démontrer que F est une bijectionde ] -1 ;1 [surR.

b. Soit F ' la réciproque de F. Sans la calculer, démontrer que F ' est impaire.

3. Pouraélémentde R—{-1; 1}, on considere I'équation f(x) =f(a) notée (E).
a. Grace aux variations de f, démontrer que cette équation posséde exactement trois solutions que
I'on comparera aux nombres —1 et 1.

b. Vérifier que, pourtoutxde R—{-1;1},ona:
(a-Dx+3+a](a+1)x+3-a]
(a+D@a-DH(x+1)(x-1)

En déduire la résolution de I'équation. (E).

f(x)— f(a)=%(x—a)-[

4. Soitu etv les fonctions définies par : u(x)=);—_3 pour x = —1 et v(x)=

—(X+3)
+1 x—1

pour x 1.

a. Dans un repére orthonormal, (O; [if 7) tracer la courbe représentative (C,)deu.

b. Vérifier que, pour tout réel x = 1, v(x) = —u (—X).
Interpréter graphiquement cette relation et en déduire le tracé de la courbe représentative (C,)
de v dans le méme repére.

c. ATlaide de la question 3.a, expliquer pourquoi la réunion (U) des courbes (C,) et (C,) n'a pas
de point dans le carré défini par -1 <x<1 et-1<y<1 et pourquoi, pour chaque nombre réel

a strictement supérieur a 1, ou strictement inférieur a —1, (U) posséde un seul point d’abscisse
a dans la bande définie par -1 <y < 1.

5. Soit ¢ la fonction définie surR — { =1 ; 1 } par ¢(x) = F’l(f (x)) et (@) sa courbe représentative dans
le repére précédent.

a. Pouraélémentde R-{-1;1 }, aquel ensemble appartient ¢(a) ?
b. Tracer la courbe représentative de la restriction de (®) a l'intervalle 1 -1 ; 1 [.
c. Alaide des courbes (C,) et (C,), achever la construction de (D).
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LA TORTUE ET LE LAPIN D’ALICE

Objectif Résoudre un probleme du type « plaisant et délectable ».

Outils Théoreme des valeurs intermédiaires

Alice ne trouva pas non plus trés extraordinaire d’entendre le Lapin marmonner « Oh!
Mon Dieu, mon Dieu ! Je vais étre en retard. » (...) En revanche, quand elle vit le Lapin
tirer une montre de la poche de son gilet, regarder I’heure puis partir en courant, Alice
bondit, car elle venait de comprendre dans un éclair qu’elle n’avait jamais vu un lapin
tirer une montre de la poche de son gilet.

Alice au pays des merveilles
Lewis Carroll

Pourquoi une montre ? Alice ne sait pas que le Lapin en a besoin car il a rendez-vous avec la Tortue de
la fable pour pique-niquer a la campagne ...

Lors de cette promenade champétre, le Lapin et la Tortue ont décidé de partir ensemble du lieu de
rendez-vous et, suivant un méme chemin, de se retrouver & un endroit convenu riche en laitues et
carottes sauvages. Mais dame Tortue avance uniformément & son train de sénateur (50 metres par
heure). Le Lapin trouvant sa compagne trop lente, part devant, en suivant le chemin, puis revient a la
Tortue, repart vers le but, recommence son manége... Joueur invétéré, il fait le pari suivant :

« Foi de Lapin! j'arriverai au but au méme instant que dame Tortue mais je ne réaliserai une vitesse
moyenne égale a la sienne sur aucun des intervalles de temps d’'une heure. »

Le pari du Lapin est-il tenable ?

@ [==

Pour tenter de répondre a cette question, on considére la fonction L donnant la position du lapin par
rapport au point de départ (en métres), en fonction du temps écoulé depuis le départ (en heures). L
est évidemment une fonction continue (abscisse du lapin sur une trajectoire). On note D la durée, en
heures, de la promenade, identique pour les deux animaux; on suppose que D est strictement
supérieur a 1.

A. Propriété de I'écart Lapin-Tortue
1. Exprimer le projet du Lapin en conditions sur la fonction L .

2. Onnote f(t) I'écart, a I'instant t, entre le Lapin et la Tortue.
Exprimer f(t) en fonction de L (t).
Traduire le projet du Lapin en conditions sur la fonction f.
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B. Ou D est entier
On suppose dans cette partie que D est un entier strictement supérieur a 1.
Soit g la fonction définiesur[0;D —1]par g@®)=f(t+1) —f().

1. a. Démontrerque g(0)+g(l)+..+g(D-1)=0.
b. En déduire que, si g (k) est positif (resp. négatif) pour tout entierkde {0; 1;...;D -1}, alors
f)=f(1)=... =f(k) =f(D).
Calculer alors la vitesse moyenne du lapin entre les instants k et k + 1, pour k entier, élément
de{0;1;...;D-1}
2. Démontrer que, s'il existe des entiers i et j appartenanta {0; 1;...; D -1}, aveci<j et tels que

g (i) g () <0, alors il existe un réel t,, elémentde [i;j], tel que f(t,+ 1) -f(t)=0.

Déterminer alors la vitesse moyenne du lapin entre les instant t, et t; + 1

3. Conclure quant au pari du Lapin lorsque D est un entier strictement supérieur a 1.

C. Ou le pari est tenu
On considéere D non entier ; par exemple D = 4,3.
On se propose de construire une loi horaire du lapin, affine par intervalle, lui permettant de tenir son pari.

On pose dabord, par exemple, pour tout entier n élément de {0,1,2,3,4}, f(n)= 50n et
f(4,3 —n)=-50n.

1. On note € la courbe représentative de f dans un repére orthogonal (4 cm pour une heure sur I'axe
des abscisses ; 4 cm pour 100 m sur I'axe des ordonnées).

a.
b.

Placer les points de € correspondant aux valeurs de n données ci-dessus.

On définit f comme la fonction affine par intervalles dont la représentation graphique est la
réunion des segments joignant, dans l'ordre des abscisses croissantes, les points considérés
précédemment. Tracer alors C.

Soit h la fonction définie sur [ 0; 3,3 ] par h(t)=f(t+ 1). Tracer dans le méme repére la courbe
©’ représentant h. Constater graphiquement que, pour tout réel tde [ 0; 3,3 ], f(t) <f(t+ 1).

Démontrer ce résultat, en considérant la fonction g définie sur[0;3,3 ] par g(t) =f(t+ 1) — ().

(On pourra d'abord déterminer g(n) et g(4,3-n) pour tout entier n élément de
{0;1;2;3;4} puis démontrer que g est constante sur chacun des intervalles [n;n+0,3 ]
et[n+0,3;n+1], pourtout entier n élémentde { 0;1;2;3}).

2. Soit L lafonction définie sur l'intervalle [0 ;43 JparL(t)=f(t) + 50t

a. Veérifier que cette fonction L est une loi horaire du lapin réalisant son projet pour une durée
commune de promenade D =4,3.

b. Tracer sur un nouveau graphique, avec les mémes unités, les courbes représentatives de T,
loi horaire de la tortue, ainsi que de L.

c. Vérifier graphiguement que le lapin rencontre deux fois la tortue au cours de chacun des
intervallesdetemps [ 1;2],[2;3]1,[3;41].

REMARQUE

La construction qui vient d’étre faite d’une loi horaire réalisant le projet du lapin peut facilement s’adapter a

toute valeur non entiére de D.
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D. Ou I’on démontre que, s’il tient son pari, le lapin croise souvent la tortue

Dans cette partie on suppose le lapin tient son pari et que D est un réel non entier strictement
supérieur a 1. La fonction f est celle qui a été définie dans la partie A.

1.

Démontrer que I'on est dans I'un des cas suivants :

—ou bien, pourtouttde[0;D—-1], f®)<ft+1,

—ou bien, pourtouttde[0;D—-11], f(t)>f(t+1).

(On pourra considérer la fonction g définiesur[0;D—1]par gty =ft+1)-f@)).

On suppose dans la suite que, pour tout t appartenanta[0;D—-1],ona f(t) <f(t+ 1) ('autre cas se
traiterait de fagon similaire).

2.

On rappelle que la partie entiere d’'un nombre réel x est I'entier naturel p tel que p<x<p+1.0n

note N = E (D).

On considere les suites (u,) et (v,) définies pour tout entiernde [0;N] par:u,=netv,=D-n

(aux instants u, , un nombre entier d’heures s’est écoulé depuis le départ ; aux instants v, , il va

s’écouler un nombre entier d’heures jusqu'a I'arrivée).

a. Démontrer que, sur [0;N], la suite (f(u,) est strictement croissante et la suite (f(v,))
strictement décroissante.

b. En déduire le signe de f(u,) et f(v,) pour n entier appartenanta [0; N ].

On suppose N supérieur ou égal a 3. Pour n entier compris entre 1 et N — 1, on pose k=E (D —n).
Démontrer que v, appartient a l'intervalle [n;n+1].

En déduire que le lapin rencontre la tortue au moins deux fois au cours de chacun des intervalles
de temps de la forme [ n; n+ 1 ], pour tout entier n compris entre 1 et N — 1. (On pourra considérer
les intervalles [n ;v Jet[v, ;n+1]).

REMARQUE

Pour realiser les conditions de la question 2 sur f(u,) et f(v ), écarts avec la tortue a certains instants precis,
le lapin doit respecter de strictes contraintes horaires, d’ou la nécessité pour lui d’avoir une montre... et la
citation d’Alice au Pays des Merveilles, en exergue.
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ANNEXES

Graphique de la partie C

y
200} M,
3
100 | z:
;
| O ’3 |
1
D
~100L
D LN,
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LA MONOTONIE A SES LIMITES

Objectif Utiliser le théoréme sur les fonctions monotones bornées pour démontrer
I'existence de limites.

Outils Existence d’'une limite pour une fonction monotone bornée.
Fonctions exponentielles de base a.

On se propose d'étudier une fonction pour laquelle I'existence de limites est obtenue
grace au théoreme sur les fonctions monotones bornées. La fonction étudiée ici associe a
tout réel ade ]1;e[ (ou de Je;+o][) l'unique solution de I'équation a* =x+1. Cette
fonction est décroissante et minorée et, par suite, admet une limite finie lorsque a tend
vers e (ou, suivant le cas, + ), limite que I'on peut calculer.

A. Approche graphique

Pour tout réel a de lintervalle ]1;+o [, on note I', la représentation graphique, dans un repéere
(0;7;7) du plan, de la fonction exp, définie, pour tout réel x, par exp,(x) = 8" = exp(x In a).

On a représenté sur la figure les courbes I, pour a appartenanta V={1,5;1,8;2;23;3,5;4;5}et
la droite A d’équation y =x+ 1. On a aussi tracé la droite D d’équation y = x et les droites d’équations
y=-letx=1.

On s’intéresse a la résolution de I'équation a* = x + 1, notée (E.

Le graphique semble faire apparaitre que, pour tout a élément de ] 1;+o[\{e}, (E,) admet une
unique solution non nulle. On admet provisoirement ce résultat, dans cette partie A, et on note f la
fonction qui, a tout élément a de ] 1;+ o [\{e}, associe la solution unique de (E,). On note C la
courbe représentative de f.

1. Associer a chaque courbe T, tracée sur la figure la valeur de a correspondante. Ecrire a coté de
chaque courbe son équation.

2. Pour chacune des valeurs a appartenant a V, placer f(a) sur I'axe des abscisses, puis, grace a la
droite D, placer f(a) sur I'axe des ordonnées ; enfin, construire le point de € d’abscisse a.

w

Conjecturer, d'aprés ces quelques points, le tableau de variations de f, y compris les limites.

Les parties suivantes ont pour but de vérifier cette conjecture.
On s'intéresse pour cela a la fonction g, donnant I'écart algébrique, a une abscisse donnée, entre T, et
A:pourtoutade]l;+o[\{e}, g, estdéfiniesur3par g,(x)= at - (x+1).

B. Etude des fonctions g,

Pour a élementde ]1 ;+oo[\{e}, étudier les variations de g ,.
Démontrer que g, admet un minimum en un réel a, que I'on exprimera en fonction de a.

2. Etudier les limites de g, en + o eten — . Dresser le tableau de variation de g,.
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C. Solution non nulle de I'équation (E,) pourae]1;e[

Soitaun élémentde]1;e].

1. a

Démontrer que, dans ce cas, a, est strictement positif.
Calculer g ,(0) et en déduire le signe de g (o).
Démontrer que I'équation (E,) admet une unique solution non nulle.

On note cette solution f(a). On définit ainsi la fonction f sur l'intervalle] 1 ;e [.

Soitaeta’ deux nombrestelsquel <a<a’<e.
Démontrer que g,(f(a)) - g,(f(a)=a"® —a '@,
Comparer g ,(f(a")) et g ,(f(a)), puis f(a’) et f(a).

En déduire le sens de variationde f sur]1;e].

Déduire de la question précédente que f(a) admet une limite finie £ lorsque a tend vers e par
valeurs inférieures.

Démontrer que ¢ vérifie I'équation e’ =/ +1 et en déduire la valeur de /.

En remarquant que f(a) > o, pour a élémentde ] 1 ; e[, déterminer la limite de f en 1.

D. Solution non nulle de I'’équation (E,) poura e Je; + o[

Soita élémentde Je; + o [.

1. a

Démontrer que dans ce cas o, est strictement négatif.
Calculer g ,(0) et en déduire le signe de g ,(a,).
Démontrer que I'équation (E,) admet une unique solution non nulle.

On note de nouveau cette solution f(a). On a ainsi prolongé la fonction f a lintervalle
]Je;+w[. f est donc définie sur I'ensemble 11 ;+ o [\{e} et associe a tout réel a l'unique
solution non nulle de I'équation (E,).

2. Par une méthode analogue a celle utilisée dans la question C.2., démontrer que f est strictement
décroissante sur J e ; + o [.

3. a.
b.
C.
4.
b.

En déduire que f(a) admet une limite finie lorsque a tend vers e par valeurs supérieures.
Déterminer cette limite.
Définir le prolongement par continuité de f ene.

Démontrer que f admet une limite finie L en + o, et que L est strictement négative.
Démontrer que L = -1.
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E. Bilan
Le tableau de variation conjecturé dans la partie A s’est-il révélé exact ?
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FONCTIONS CARREMENT ASSOCIEES

Objectif Etudier une équation fonctionnelle se rattachant & une construction géométrique,
en s’appuyant sur les résultats de 'ensemble du programme d’analyse.

Outils Théoréeme de bijection sur un intervalle ouvert. Monotonie . Théoreme des
valeurs intermédiaires. Réciproque d'une bijection. Sens de variation de la
bijection réciproque.

Soit M un point de , H le projeté orthogonal de M sur I'axe (O; ?) , H et M’ les points
tels que MHH’M’ soit un carré de sens direct.

Lorsque M décrit (¢, M’ décrit une courbe (2. On va tenter de répondre aux questions suivantes :
— Est-ce que (2 est la courbe représentative d’une fonction g ?

— Sioui, est-ce que g est définie pour tout réel ?

0 =

A. Explorations graphiques sur des exemples

1. On pose f(x)=3x+ 1. Construire point par point € puis C".
Grace au graphique, émettre une conjecture sur l'existence d'une fonction g et, si g existe, sur
son ensemble de définition.

2. Onpose f(x)=x++v1+x>.0n donne ci-aprés sa représentation graphique.
Esquisser C’.
Semble-t-il exister une fonction g dont C soit la représentation graphique ?

Si oui, quel est I'ensemble de définition de g ?

3. Onpose f(x)= —%x3 . On donne ci-apres sa représentation graphique.

Répondre aux mémes questions que précédemment

4. Onpose f(x)=-2x++1+x*.0n donne ci-aprés sa représentation graphique.

Répondre aux mémes questions que précédemment
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X > X+ 1+ x>
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X —2X+ 1+ x?

| - Problemes introductifs

Fonctions carrément associées

17



B. Traduction du probleme en une condition sur g

1. a
b.

Démontrer que, si M a pour abscisse x, M’ a pour coordonnées (x + f (x) ; f(x) ).

En déduire que C est I'ensemble des points de coordonnées (x’ ; y’) telles qu'il existe un réel
X'=x+ f(x)
y'=f(x

On note @ la fonction définie sur 3 par ®(x) = x + f (x).

X vérifiant

Démontrer que C est la représentation graphique d’une fonction g si et seulement si :
e g est définie sur ®(3), et
e pour tout réel x, g (x + f(x)) = f (x). On note (C) cette condition.

Le probléme se raméne donc, pour une fonction f définie continue sur 3, a déterminer ®(3), puis
a étudier I'existence d’'une fonction g vérifiant la condition (C).

2. Application aux fonctions affines.

On pose f(x) = ax + b ou a et b sont deux constantes réelles.

a.
b.

Démontrer que, si a = -1, aucune fonction g ne vérifie la condition (C).

Démontrer que, si a = —1, alors la courbe © représente une fonction g, définie sur 3, que I'on
déterminera.

Aide

On pourra utiliser la variable X = (a+ 1) + b.

Déterminer la fonction g dans le cas ou f(x) =3x + 1.

C. Etude du cas particulier oul la fonction f est croissante
On suppose que la fonction f est croissante sur 3.

1. a
b.

c.
d.

Démontrer que @ est continue et strictement croissante sur 3.
Pour x positif, comparer f(x) + x et f(0) + x. En déduire la limite de ® en + .
Par un raisonnement analogue, déterminer la limite de ® en — .

Démontrer que @ est bijective de 3 sur 3. On note o 'la bijection réciproque.

2. Démontrer que la courbe C' représente une fonction g, définie sur 3, que l'on exprimera en

fonction de f etde @',

3. Onpose f(x)=x+v1+x*.

a.

b.

Démontrer que f est strictement croissante sur 3.
. - g . _ 2 1
Démontrer que &' est définie, pour tout réel y, par ®~'(y) :gy—?/yz +3.
Grace a la relation cD(cD’l(x)) = x, démontrer que, pour tout réel X, \/1+®1(x) =x—-2 ().

Soit g la fonction représentée par C'. Déduire des questions précédentes I'expression de
g (X) pour tout réel x.
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D. Discussion sur I’existence d’une fonction g et son ensemble de définition a
partir des propriétés de ®
On ne suppose plus obligatoirement que f est croissante.

1. Cas ou @ n’est pas strictement monotone.

a. On admet qu'il existe alors des réels a, b et ¢ tels que a<b<c, et tels que (D(b) — d(a)) et
(d(c) — d(b)) soient de signes contraires.

En considérant la fonction ¥ : t+ ®[(1 — t)a + th] — ®[(1 — t)b + tc] et en calculant ¥(0) et P(1),
démontrer qu'il existe deux réels o et B distincts tels que ®(a) = ®(B).

b. Démontrer que f(a)=f(B).
En déduire qu'il n’existe pas de fonction g vérifiant la condition (C).

c. Vérifier que, dans I'exemple de la question A.3., la fonction ® n’est pas monotone.

2. Casou O est strictement monotone.
a. Démontrer alors que @ est une bijection de 3 sur ®(3).
b. Soit ®' sa bijection réciproque, de ®(3) sur 3.
Démontrer que la courbe ©’ représente une fonction g, définie sur ®(3), que I'on exprimera
en fonction de f et de @',

3. Un exemple avec @ strictement décroissante.
On se place dans le cadre de I'exemple de la question A.4.
a. Démontrer que @ est strictement décroissante (on pourra admettre que la fonction

~ )
N/

b. Déterminer ®(3), puis la fonction réciproque de @, notée @ .

X = V1+ x> admet comme dérivée sur 3 x —

c. Déterminer la fonction g, aprés avoir démontré, a partir de I'égalité q)(d)‘l(x)) =X, que, pour

tout réel x de ®(3), J1+®'(x) =x+D ().
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Annexe 1. lllustration informatique

Il est intéressant d’obtenir conjointement, avec GEOPLAN, les tracés des courbes C et C’ pour

diverses formes de la fonction f.

Afin d'obtenir un imagiciel
rapidement modifiable, on peut :

tres

@ Définir la fonction proposée

@ Le logiciel ne permet de tracer la
courbe que sur un intervalle
[a;Db]. Pour pouvoir modifier a
et b avec la souris, on peut créer
deux points A et B libres sur
'axe des abscisses, puis définir
a et b comme abscisses de A et
B. En bougeant A et B on
modifie a et b.

OBJETS PREDEFINIS
0 grigine du repére B

oxXy

OX droite portant l'axe des shscisses de Roxy

0¥ droite portant l'axe dez ordonnées de Roxy

R o
oxy repere orthonormal

T i R
premier wvecteur de base de oxy

R
3’ second wvecteur de base de o
v A e o B
o unite de longueur liée au repeére
t = !
i represente l'heure (en secondes)

oxy

OBJETS CONSTRUITS
fonction: X|[-x0.5x+sinx
point libre sur la droite O0X

shscisse de A [repére Rony

- )

point likre sur la droite OX
i )i 2 R
sh=acisse de [Eepere ny)

¢ oraphe de £ sur [a,b] (300 points, repére R

Créer la courbe C représentative
de la fonction proposée sur

N

oxy]

[a ; b] X point libre sur le segment [AB]
¥ zhscisse de X (repére R i
@ Créer un réel libre, x, sur gl
’ ’ M point de coordonnéss (M, L£(X)) dans le repére R

lintervalle [a ; b], ou, mieux, un ||y o

pOint libre X sur le Segment M' image de H par la rotation de centre M et d'angle 90 |degré)

. P . H' 3 & H'
[AB] puis définir son abscisse X. || soqmeer: pmey 0o ed 48 T suE 0%

projeté orthogonal de M sur ox

. . 5] r [HH']
® Créer le point M (x ; f(x)) Seomont [H'M']
L . . . Segment [M'M]
@ Créer le pOlnt H, prOjeCtlon Cg lieu du point M', pilote X (300 points)

orthogonale de M sur l'axe des

abscisses, le point M', image de

H par la rotation de centre M et

d’angle 90°, le point H', projection orthogonale de M' sur l'axe des abscisses ; enfin tracer le carré

MHH'M'.
@ Tracer le lieu de M' lorsque M décrit C.

Les illustrations qui suivent ont été obtenues a partir de cet imagiciel en modifiant seulement la

fonction f.

Outre les exemples proposés dans cette séquence, on peut étudier différents cas :

© est la droite d'équationy =x + 1 ;

© est la droite d'équationy =1 ;

© est la droite d'équation y = —x + 1 ;

© est la droite d'équation y = —2x + 1 ;

© est le demi-cercle « positif » de centre O et de rayon 1 ;

© est la parabole d'équation y = x* ;

© est la représentation graphique de la fonction partie entiére ;

© est la représentation graphique de la fonction sinus ;

© est la courbe d'équation

| - Problemes introductifs Fonctions carrément associées

20




0,5 X + sin(X).

Les cas étudiés plus haut, ou I'on peut trouver des

est la représentation graphique d’'une fonction g. On peut aussi démontrer que g est

’

On a représenté ci-dessous la courbe représentative € de f et la courbe C’ correspondante.
On peut démontrer que la fonction ® correspondante est strictement croissante sur 3, et donc que la

expressions pour les fonctions ®@ et g sont exceptionnellement favorables.

On remarquera que dans ce cas ni f ni g ne sont monotones.

Annexe 2. Un exemple avec f non monotone
Expliciter la fonction g serait difficile ici.

On considére la fonction f définie sur 3 par f(x)

courbe C
définie sur 3.

JORPR PR RO AR

et Rt Sedebd -

SR PR R

o--d_ L

PRIQUPIN R

B N Y

JRPUPRPEY WP
SRR S NP

JPUGUU PN N
S P R

SR Y R
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In(1 + &%)

f(x)=—x+e™

f(x)

Annexe 3. Autre version du probléme
On peut poser le probléme en remplagant les fonctions par :

| - Problemes introductifs

dans la question A.2 :
dans la question A.4. :



Annexe 4. Courbes obtenues dans la partie A

y
R
M M’
v
/ -~
4 /
/]
/ /,//
//
e
(0] H > 10 0

s

jan)
o
jus)
=V

<V
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