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L’ IMAGE DU PRODUIT

Objectif Caractériser les solutions d’une équation fonctionnelle classique.

Outils Dérivabilité. Dérivabilité de la fonction composée. Notion de primitive.

A. Soit f une fonction définie sur R et vérifiant : « pour tous réels x ety, f(xy) =f(x) + f(y) ».
Montrer que f(0) = 0 et que f est la fonction nulle.

B. Soit f une fonction définie et dérivable sur 10+ [ et vérifiant: « pour tous réels x et vy,
f(xy) =09 +£(y) ».

1. Montrer que f(1) = 0.

2. Soity e ]0+ o[,y fixé.
Montrer que les fonctions h : x> f(x) +f(y) etg : x> f(xy) sont dérivables sur ] 0+ o [ et
que, pourtoutx € JO+oo [, yf’(xy) =f’ (X).

3. En déduire que, pourtouty € ]0+oo [, f'(y) :fT(l) (prendre x = 1).

Conclusion : En posant k=f" (1), ona: pourtout y e ]0+ o[, f'(y) :%. Autrement dit, f est la

primitive sur ] 0 + o [ de la fonction y »—>5 qui s’annule en 1.

C. Réciproquement, soit k un réel et f une fonction définie et dérivable sur ] 0 + oo [ telle que f(1) =0

et, pour toutx € ] 0+ oo [, f‘(x)=§.
1. Soity € ]0+ [,y fixé. Montrer que les fonctions f eth : x i+ f(xy) ont la méme dérivée.

2. En déduire gu'il existe un réel C tel que, pour tout x € ]0+oo [, f(xy) =f(x) +C.

3. Montrer que C =f(y).

Conclusion : La primitive, sur ] 0+ o« [, de x+— ~ qui s'annule en 1 vérifie : pour tous réels x ety

de]O0+ow[,f(xy)= f(x)+ f(y).
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MOI, MON DOUBLE ET SON IMAGE

Objectif Utiliser la continuité et la dérivabilité pour résoudre des équations fonctionnelles

Outils Continuité et dérivabilité d’'une fonction en un point.
Raisonnement par récurrence

Il s'agit de rechercher, d’'une part, les fonctions vérifiant f(2x) = f(x) et, d’autre part,
celles vérifiant f (2x) = 2 f(X).

0o ==

A. Etude des fonctions vérifiant f(2x) = f(x)
Soit f une fonction définie sur IR et vérifiant la condition : (*).quel que soit le réel x, f(2x) =f(x)
1. Pour cette question seulement, on suppose de plus que, quel que soitle réel xde[1; 2 [, f(x) = x.
1 1 1 3 3
a. Caleuler 1(2), T(4), 1) F(2). T(3). T(5) T(3) T(3).
b. Représenter f surl'intervalle[1;2].
En déduire la représentation de f sur les intervalles [ 2; 4[ ; [%;1[ ; [%%[
c. Donner l'allure de la représentation graphique de f dans le cas ou f estimpaire.

d. Calculer f(0,01) et f(100).

2. Il s’agit ici de montrer que, si on connait f sur[1;2[, alors on connait f sur]0; + oo [.
a. Montrer que, quel que soit p appartenanta Z, f(2°) =f(1).
b. Montrer que, quel que soit le réel x et quel que soit I'entier relatif p, f(x) =f(2°x)
c. Soitx un réel de l'ntervalle ] 1 ; + w [ et soit p I'entier naturel tel que 2° < x < 2°*!

Montrer que : 2 °x appartient & l'intervalle [ 1 ; 2 [. En déduire que f(x) est connu.
d. Etudierlecasouxe]0;1].

3. On suppose dans cette question que f est continue en 0.
Montrer que, quel que soit x € IR et quel que soitp € IN, f(x) = f(zipj

En déduire que f(x) =f(0) pour tout réel x.
Conclure.
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B. Etude des fonctions vérifiant f(2x) = 2f (x)
Soit f une fonction définie sur R et vérifiant la condition : (**) quel que soit le réel x, f(2x) = 2f (x)
On peut remarquer que les fonctions linéaires vérifient cette relation.

1. Déterminer f(0).

2. a. Soit C la courbe représentative de f dans le plan rapporté au repére (O; ;) etM (x;y)un
point de €. Montrer que le point M’, transformé de M par 'homothétie de centre O et de
rapport 2, est aussi sur C.

b. On suppose que, quel que soitx e [1;2], f(X)=2-x
Tracer alors la représentation graphique de f.

c. On suppose que, quel que soit x e [1;2], f(x) :%x.
Tracer alors la représentation graphique de f sur[0; + o [.

3. On suppose maintenant que f est dérivable en 0. Montrer que :

a. quel que soit x € IR et quel que soit n e IN, f(x)=2" f(zin) .

X
f(?n)— f(0)
—

2"

En déduire que, quel que soit x € IR*, f(x) =xf’(0), puis que f est linéaire.

b. quel que soit x € IR* et quel que soit n € IN, f(x)=x

4. Application
Soit g une fonction dérivable sur IR, telle que g "(0) existe et vérifiant la condition :
quel que soit x € IR, g(2x) = 4g (X).

a. Montrer que g (0) =0.

b. Montrer que g’ vérifie la condition (**).

c. Montrer qu'il existe deux réels o et B tels que, pour tout x € IR, g (X) = ax? + B

d. Montrer que B =0 et donner toutes les fonctions vérifiant les conditions imposées.
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CARRE DE L'IMAGE = IMAGE DU CARRE

Objectif Résoudre une équation fonctionnelle.

Outils Raisonnement par récurrence. Fonction logarithme népérien. Fonctions
puissances et leurs propriétés (en particulier x“ est définie en 0 pour a > 0

Trouver les fonctions définies continues sur R* dérivables sur R**, de dérivée continue
en 1 et telles que I'image du carré de chaque réel positif soit égale au carré de I'image de
ce réel.

@) pour tout X e R*, f(xz):(f(x))2

Propriétés : < (2) f estcontinue sur R*, dérivable sur R™*
(3) f' estcontinue enl

Questions
1. a. Quelles sont les fonctions constantes solutions du probléme ?

b. Montrer que les fonctions x x°; x> X2 x> /X sont solutions du probléme.

h(x) = x> pour tout xe[0;1]

c. Soit la fonction h définie sur R* par
h(x) =+/x pourtout xe[1;+oo][

Montrer que h vérifie les propriétés (1) et (2) mais pas la propriété (3).

2. a. Montrer que, pourtout x>0,ona: f(x)>0.
b. Quelles sont les valeurs possibles de f(0) et f(1) ?

3. Démontrer que :
a. pourtout x e R*, f(x) [f(x)]
b. pourtout xe R, f( j [f(x)]
c. pourtout xeR*, ettout neN, (x ) [f(x)

d. pourtout xeR*, ettout neN, (x n) [f(x)] (2"
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4. Soit a et x deux réels positifs non nuls.

a. Déterminer lim a?>" puis lim [f(a?")_f(xz" )}

N>-+o0 N>+
En déduire la valeur de nﬁ)rpx([f(a)]zfn —[f(x)]zf") .

b. Démontrer que, si f s’annule pour un réel a non nul, alors, pour tout réel x non nul, on a:
nmo[f(x)]z’“ -0.
En déduire que f est constante sur] 0 ; + oo [, puis que f est constante sur[0; + o [.

5. On suppose f non constante.
a. Montrer que, pour tout x>0,ona: f(x)=0.

x f'(x)
f)

En dérivant la relation f(x?) = [f (X)]%, calculer g (x?) en fonction de g ().

b. On considére la fonction g définie sur]0;+ o[ par g(x)=

c. Montrer que, quel que soit x>0etn e IN,ona: g(x)= g(xzn) puis que g(x) = g(xzfn) .

En faisant tendre n vers l'infini, démontrer que g est constante sur ]0; + o« [ et donc qu'il

f'(x) Kk

f(x) x°

d. En déduire que les fonctions cherchées, si elles ne sont pas constantes, sont nécessairement
de la forme x i f(x) = ax, avec o> 0 etk > 0.

existe un réel k tel que, pour tout x appartenanta ]0;+«[,ona:

6. Pour quelles valeurs de o la fonction x ax* est-elle une fonction f cherchée ?

En déduire toutes les fonctions f cherchées.
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METHODES POUR LES EQUATIONS FONCTIONNELLES (1)

Objectif Dégager quelgues méthodes de résolution d’équations fonctionnelles

Notions utilisées Raisonnement par récurrence. Limites. Dérivées.

On appelle équation fonctionnelle une égalité mettant en jeu une fonction f,
appartenant a un ensemble donné F de fonctions ainsi qu’'une ou plusieurs variables,
appartenant a des ensembles qui sont spécifiés.

Résoudre cette équation fonctionnelle, c’est trouver I'ensemble S des fonctions f
éléments de F telles que I'égalité soit vérifiée pour toutes les valeurs des variables
appartenant aux ensembles précisés par le texte.

Voici quelques exemples d’exercices sur les équations fonctionnelles :

1. Déterminer les fonctions f définies et continues sur R telles que pour tous réels x et y, on ait
fx+y) fx=y) =F00% F()°.

2. Déterminer les fonctions f définies sur [0 ;+ oo [ et avaleursdans [0 ; + o [, vérifiant f(2) =0, ne

s'annulant pas sur [ 0; 2 [, et telles que pour tous réels positifs x ety onait f(x +y) =f(xf(y)).

3. Déterminer les fonctions f définie et continues sur R3 telles que pour tous réels x et y, on ait
f(x+y) =) +f(y).

Les équations fonctionnelles sont trés diverses, et la méthode de résolution du probléme 1 est trés
différente de celle du probléeme 2. Quant au probleme 3, les mathématiciens se sont rendus compte
qgu’il ne peut pas étre résolu de facon vraiment satisfaisante. Ceci montre bien qu’'une équation
fonctionnelle peut étre de résolution trés difficile !

Le probleme 3 admet en revanche un ensemble de solutions simples si on ne cherche que les fonctions
continues Vvérifiant I'équation fonctionnelle. On voit par la le réle important que peuvent jouer les
hypothéses sur f.

Il y a aussi des équations fonctionnelles mettant en jeu la dérivée premiére de f, ou ses dérivées
premiére et seconde, voire d’'ordre supérieur... (exemple : f" =-4f). On les appelle alors équations
différentielles. Une équation fonctionnelle peut aussi faire intervenir une intégrale de f, et elle est
alors nommeée équation intégrale.

Sont exposeées ci-dessous divers exemples de résolution d’équations fonctionnelles, mettant en jeu
diverses méthodes. Par contre les équations différentielles et intégrales ne sont pas abordées ici.

0 [=
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ILLUSTRATION

Résolution d’équations fonctionnelles par A. -L. Cauchy, dans son ouvrage « Analyse Algébrique »,
datant de 1821. (Cité dans « Mathématiques au Fil des Ages », IREM, sous la direction de Jean
Dhombres, chez Gauthier-Villars.

98
COURS D' ANALYSE

CHAPIIRE V

DETERMINATION DES FONCTIONS CONTINUES D UNE
VARIABLE PROPRES A VERIFIER CERTAINES CONDITIONS.

§ I. — Recherche d’une fonction continue formée de telle maniére que deux semblables
fonctions de quantités variables, étant ajoutées ou multipliées entre elles, donnent pour somme
ou pour produit une fonction semblable de la somme ou du produit de ces variables.

Lorsque, au lieu de fonctions entiéres, on congoit des fonctions quelconques, dont on laisse la
forme entiérement arbitraire, on ne peut plus réussir a les déterminer daprés un certain nombre
de valeurs particuliéres, quelque grand que soit ce méme nombre; mais on y parvient
quelquefois dans le cas o1 [on suppose connues certaines propriétés générales de ces fonctions.
Par exemple, une fonction continue de x, représentée par D(x) peut étre completement
déterminée lorsqu’elle est assujettie a vérifier, pour toutes les valeurs possibles des variables x
et y, ['une des équations

(1) Dx+y)=PH)+ D))

(2) Dx+y)=PH)x D)
ou bien, pour toutes les valeurs réelles et positives des mémes variables, ['une des équations
survantes :

(3) Pxy)=Px)+ DY)
(4) Pxy)=Dx)x D)

La résolution de ces quatre équations pose quatre problemes différents que nous allons traiter
Cun aprés Cautre.
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A. EXPLOITATIONS D'UNE LIMITE

Exercice 1 : Fonctions périodiques

Soit T un nombre réel non nul. On note P I'ensemble des fonctions f définies sur R et vérifiant pour
tout réel x I'équation fonctionnelle : f(x + T) =f(x). On note Q I'ensemble des fonctions f éléments de
P et de plus admettant une limite finie en + .

1. Définir deux fonctions non constantes éléments de P.

2. Soit f une fonction élément de P.
Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n et pour tout réel x f(x +n.T) =f(x).
Démontrer que I'on a également f(x —n.T ) =f(x).

3. Déduire de la question précédente que Q est I'ensemble des fonctions constantes sur R (on
pourra distinguer lescas T>0etT <0).

Exercice 2
Soit K un nombre réel different de 0, de 1 et de —1. On note S, I'ensemble des fonctions f définies sur
R* = R\ {0}, vérifiant pour tout réel x I'’équation fonctionnelle f(Kx)=f(x), et admettant une limite
finie en zéro.
1. Soit f une fonction élément de S,.
Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n et, pour tout réel x, f(K"x)="f(x).
Démontrer que I'on a également f(K ™ x) = f(x).

2. Démontrer que S, est I'ensemble des fonctions constantes sur R* (on pourra distinguer les cas
K>letK<1).

B. METHODE DU « CHANGEMENT DE FONCTION »

Cette méthode consiste, a partir d'une fonction inconnue dans une équation fonctionnelle (E), a
construire une nouvelle fonction qui se trouve alors solution d’une nouvelle équation fonctionnelle (E),
plus aisée a résoudre.

Exercice 1
Soit K un nombre réel différent de 0, de 1 et de —1 ; soit p un entier relatif. On note S, 'ensemble des
fonctions g définies sur R*, vérifiant pour tout réel x non nul I'équation fonctionnelle g (Kx) = K- g (x),
et telles que la fonction x % admette une limite finie en 0.
1. Soit g une fonction élément de Sp-

9(x)

Démontrer que la fonction f définie sur R* par f(x):—p est élement de S,
X

2. Gréce ala conclusion de I'exercice 2, en déduire toutes les fonctions g éléments de 'ensemble Sp-
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Exercice 2
On note S I'ensemble des fonctions h définies sur R, dérivables en 1, et vérifiant pour tout réel x
I'équation fonctionnelle h (x2 ) =2h(x). Soit h une fonction élément de I'ensemble S.

1. Déterminer h(1).

2. Soit g la fonction définie sur R* par g (x) = h ().
Trouver une équation fonctionnelle vérifiée par g.

g(x) h(e*)-h@) e*-1
X -1 X

Démontrer que et en déduire que cette expression admet une limite finie

lorsque x tend vers 0.
En déduire que g appartient a 'ensemble S, défini dans I'exercice 1, pour une valeur de K égale a 2.

3. Grace au résultat démontré dans I'exercice 1, déterminer 'ensemble S.

Exercice 3
On note S I'ensemble des fonctions f définies sur R, vérifiant pour tout réel x I'équation fonctionnelle

f(x)- f(0)

XZ

f(3x) = 9f (x) + X3, et de plus, telles que la fonction x — , admet une limite en 0.

1. Démontrer que toute fonction élément de S s’annule en zéro.

2. Démontrer qu'il existe une fonction ¢ élément de S de la forme ¢ : x > ax’, ol a est un nombre
réel que I'on déterminera.

3. Soit f une fonction définie sur R. On note h la fonction définie sur R* par h(x) =f(x) — ¢(x).
Démontrer que f est élément de S si et seulement si h est élément de I'ensemble S, défini dans

I'exercice 1, pour une valeur de K égale a 3.
4. En déduire tous les éléments de I'ensemble S.

5. Déterminer la fonction f élément de S et vérifiant de plus f(1) = 1.

J Dautres exemples et d’autres méthodes de résolution sont proposées dans le chapitre suivant

Sujet d’étude (Olympiades internationales 1983)

Déterminer toutes les fonctions f de ] 0 ; + o [ dans lui-méme qui vérifient les conditions suivantes :
(1) Pour tous réels strictement positifs x ety : f(xf(y) )=y f(x)
(2) La limite de f en + « est égale a zéro.

On pourra, si on le souhaite, chercher a partir de ce seul texte, sans lire les indications qui suivent.
Si on « séche » trop, ou si on est impatient, on lira les indications ci-dessous.

INDICATIONS
» Démontrer que pour tout réel strictement positif x, le réel x f (x) est invariant par f (c’est-a-dire que si I'on

note ce réely,ona f(y) =y).

e Soit y un réel invariant par f. Démontrer que pour tout réel x : f(y.x) =y. f ().
1
En déduire que f(1) = 1 puis que V ety" (oU n e Z) sont invariants, et, en exploitant la limite, que y ne peut

étre ni strictement supérieur a 1, ni strictement inférieur a 1.

e Conclure.
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METHODES POUR LES EQUATIONS FONCTIONNELLES (2)

Objectif Dégager quelgues méthodes de résolution d’équations fonctionnelles

Notions utilisées Raisonnement par récurrence. Fonction exponentielle.

Cette séquence présente, dans la continuité de la séquence précédente, d’autres
méthodes de résolution d’équations fonctionnelles

A. DETERMINATION DE LA FONCTION SUR Q, PUIS SUR R

Exercice 1

On se propose de déterminer toutes les fonctions f définies sur R, continues sur R et vérifiant, pour
tout réel x, I'équation fonctionnelle : f(x +y) =f(x) + f(y).

Soit f une fonction remplissant ces conditions. Soit x un nombre réel quelconque.

1. a. Démontrer que f(0)=0etque f(-—x)=-f(x).
b. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, f(n.x) =n. f(x)
c. Démontrer que pour tout entier naturel n, f(-n.x) =-n. f(x).

On a donc, pour tout entier relatif k, f(k.x) = k. f(x).

d. Démontrer que, pour tout entier naturel non nul p, f (%xj :% f(x).

e. Démontrer que, pour tout nombre rationnel q, f(q.x) =q. f(x).

On pose : f(1) = L. Démontrer que, pour tout nombre rationnel q, f(q) = A q.

2. On admet que tout nombre réel x est la limite d’une suite de nombres rationnels”.

Démontrer que, pour tout réel x, on a f(x) = x (on pourra poser : x = lim g, , ou, pour tout entier
naturel n, g, est un nombre rationnel).

Quelles sont les fonctions f vérifiant les conditions énoncées ?

L Par exemple, on peut considérer la suite (u,),_.~ U, €tant le nombre décimal (donc rationnel) forme des
chiffres de I'écriture décimale de x, jusqu’au n-iéme chiffre apres la virgule seulement. La suite (u,) est alors
une suite de nombres rationnels admettant x pour limite.
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Exercice 2

On se propose de déterminer toutes les fonctions f définies sur R, continues sur R, vérifiant pour tout
réel x I'équation fonctionnelle : f(x +y). f(x —y) = (f(%). f(y))z.

Soit f une fonction remplissant ces conditions.

1. a

Montrer que f(0) e {-1;0;1}.
Montrer que f(0).f(2x) = [f(x)]*.
En déduire que, si f(0) =0, alors f est la fonction nulle.

4
Montrer que, pour tout réel x, f(0)f(x) = {f (;ﬂ

En déduire que, pour tout réel x, f(x) est du signe de f(0).

2. Onsuppose que f(0) =0.

On veut montrer, en raisonnant par I'absurde, que, pour tout réel x, f(x) =0.

Supposons qu'il existe un réel non nul x, tel que f (x;) = 0.

Montrer que, quel que soit I'entier naturel n, f (;—g] =0 et en déduire f(0).

Conclure.

3. Onsuppose que f(0) =1.

a.
b.
c.

Montrer que f(1) est un nombre strictement positif A.

Montrer que f est une fonction paire.

Déterminer f(2), puis f(3) en fonction de A et prouver par récurrence que pour, tout entier
naturel n, f(n)= A",

Soit x un nombre réel quelconque.

Grace a un raisonnement par récurrence analogue, démontrer que pour tout entier naturel p :
f(px) = £ (x)*).

En posant x :B dans I'égalité précédente, démontrer que pour tout entier naturel non nul p et

2
n
tout entier naturel n: f (%) = A(p) .

Démontrer que, pour tout rationnel g, f(q) = A€ .

En déduire que, pour tout réel x, f(x)= AU (On pourra poser x = lim " o0, pour tout entier
naturel n, " est rationnel).

Réciproquement, vérifier que toute fonction de cette forme vérifie bien les conditions posées
au départ.

4. Etudier le cas ot f(0) =—1. (On pourra considérer que g =—f)
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B. METHODES DIVERSES

Exercice 1. Exploitation d’une dérivabilité

On se propose de déterminer toutes les fonctions f a valeurs réelles, définies sur ] 0 ; + o [, Vvérifiant,
pour tout réel x, I'équation fonctionnelle : f(x.y) = f(x) + f(y), et qui soient de plus dérivables en 1.

Soit f une fonction remplissant ces conditions.
1. Démontrer que f(1)=0.

2. Onnote ale nombre f’(1).
Exprimer a comme une limite, puis démontrer que f est dérivable en tout réel x de 10 ; + w [, et

démontrer que f'(x) = %.

3. En déduire toutes les fonctions vérifiant les conditions données au départ®.

Exercice 2. Méthode du changement de fonction

On se propose de déterminer toutes les fonctions f de R dans R, continues sur R, différentes de la
fonction nulle, et vérifiant, pour tout réel x, I'équation fonctionnelle f(x.y)="f(x).f(y). On note S
I'ensemble des fonctions f remplissant ces conditions.

Soit f une fonction élément de S.

1. Démontrer que f ne s’annule en aucun réel x non nul. (On pourra raisonner par I'absurde).
Démontrer que f(1) =1.
Démontrer que f(—1) est égal soit a 1, soit a (—1). En déduire que f est soit paire, soit impaire.
Démontrer que f est strictement positive sur] 0 ; + o [.

2. Soit g la fonction définie sur R par g (x) = In( f (€")).
Démontrer que g est continue sur R et que g vérifie 'équation fonctionnelle de I'exercice 1.

En déduire, grace a la résolution de I'exercice 1, I'expression de g (x) pour x réel, puis celle de
f (x) pour x réel strictement positif.

3. Déterminer toutes les fonctions f de I'ensemble S.

2 Deux autres méthodes peuvent s’appliquer a ce méme exercice :

« On peut démontrer d’abord que f est continue sur ] 0 ; + o« [, puis a se ramener par changement de fonction
a I'exercice 1 ci-dessus. (Pour la méthode du changement de fonction, voir chapitre précédent).

« Une autre méthode, équivalente a la précédente, consiste, une fois établie la continuité de f sur R, a poser
f () = a, puis & exprimer f (") en fonction de a et de z, pour z entier, puis rationnel, puis réel.
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Sujet d’étude 1. Méthode particuliére (MP1, Dakar, 1971)

On se propose de déterminer I'ensemble S des fonctions f définies sur R, constantes sur aucun
intervalle ouvert de R et vérifiant la relation (1) : « pour tous réels x ety, f(x+Y) =% »,
Soit f un élément de S.

1. Montrer qu’il n’existe aucun réel x tel que f(x) soit égal a 1 ou —1.

2. Montrer que f prend toutes ses valeurs dans lintervalle ]1-1;1[ (on remarquera que
X X
f(x)= f(§+§j).
3. Montrer que f s’annule en 0 et que f est une fonction impaire.

4. On fait a présent I'hypotheése que f est continue a droite en 0. Montrer alors que :
a. f estcontinueeno0;
b. f estcontinue sur R.

5. On suppose a présent que f est dérivable a droite en 0.
Montrer que f est dérivable en 0, puis que f est dérivable sur R.
Etablir une relation simple entre f et sa dérivée f’.
1+ f(x)
1-f(x)°
a. Montrerque g’ =2kg etqueg(0)=1.
b. En déduire I'expression de g (x) puis celle de f(x).

6. Soit g la fonction définie sur R par g(x) = On pose k =f(0)

c. Déterminer toutes les fonctions f de I'ensemble S.

Sujet d’étude 2. Méthode particuliére (Olympiades internationales 1986)
Déterminer toutes les fonctions f de [ 0 ; + oo [ dans lui-méme qui vérifient les conditions suivantes :
(1) Pour tous réels positifs x ety : f(y. f(x)). f(x)=f(x+y)

2 f(2=0

(3) Pourtoutréelxde[0;2[, f(x)=0.

On pourra si on le souhaite chercher a partir de ce seul texte, sans lire les indications qui suivent. Si
on « séche » trop, ou si on est impatient, on lira les indications ci-dessous.

INDICATIONS
a. Montrerque f estnullesur[2;+o].
b. Déterminer f (0).

2
c. Montrer que,sixe]0;2[, f(x) Zﬂ (on posera y =2 — x dans I'égalité (1)).
d. Soit x élément de lintervalle 10;2[. Démontrer qu'il existe un réel positif z tel que: x +z=zf (x).
2
Démontrer que z. f(x) > 2 (on posera y =z dans I'égalité (1)). En déduire que f(x) < o

e. Conclure.
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QUEUE DE POISSON AU PEAGE

Objectif Appliquer I'Analyse (équations fonctionnelles) aux Probabilités

Notions utilisées Continuité. Dérivabilité. Fonctions exponentielles.

Des veéhicules se présentent a un poste de péage de facon aléatoire. Déterminer la loi de
probabilité qui donne le nombre de véhicules se présentant au péage pendant un laps de
temps donné.

0o ==

Pour tout couple (u; v) de réels positifs, tels que u <v, on note X[U.V] la variable aléatoire égale au

nombre de véhicules se présentant au péage entre les instants u et v. On fait les hypothéses
suivantes, qui paraissent correspondre a la réalité :

1. Laloi de X[u;v] ne dépend que de la longueur de l'intervalle de temps [u ; v] ; autrement dit, pour

tout entier naturel n, il existe une fonction p, définie sur [0; + [, a valeurs dans [0 ; 1], telle que :

P(X[u;v] =n)= py(v—u).

2. La probabilité d'arrivée d'un véhicule ou plus dans un intervalle de temps de durée nulle est elle-
méme nulle, soit encore : pour tout entier non nul n, p,(0) = 0, et p,(0) = 1 ; en revanche, la probabilité

qu'il n'arrive aucun véhicule pendant une unité de temps n'est pas nulle : py(1) # 0. On notera :
Po(1) =a,avecac]0;1].
3. Les variables aléatoires X[U;V] concernant des intervalles de temps disjoints ou n'ayant qu'un instant

en commun sont indépendantes. Autrement dit, si u<v<u'<v’, X, et Xy, sontindépendantes

4. Lorsque la longueur de l'intervalle de temps tend vers 0, la probabilité d'arrivée de deux véhicules
ou plus dans ce laps de temps est négligeable devant la probabilité d'arrivée d'un véhicule

exactement : IimM =0.

A. Détermination de la fonction p,
(py(t) = probabilité qu'il n'arrive aucun veéhicule durant un intervalle de temps de durée t).

1. a. Deémontrer que, pour tous réels positifs t et s, p,(t+s) = p,(t).p,(s). (On pourra considérer les
intervalles detemps : [0 ;t]et[t;t+s]).
b. En déduire que pour tout entier naturel k, pq(k.t) = ( po(t))k

k

d. Démontrer que, pour tout rationnel positif r, py(r)=a".

, . 1) _
c. Démontrer que pour tout entier naturel non nul k, p, (—J =a'/,
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2. Démontrer que la fonction p, est décroissante sur R".

3. Démontrer que pour tout réel positif t, p,(t)=a'. (On rappelle que, pour tout réel t, il existe deux
suites de nombres rationnels, l'une croissante, I'autre décroissante, qui convergent vers t).

B. Détermination de la fonction p,.
(p,(t) = probabilité qu'il arrive exactement un véhicule durant un intervalle de temps de durée t).

1. Démontrer que pour tous réels positifstets: py(t+5s) = p,(t) py(s) + p(S) Po (L) -

2. On pose, pour tout réel positif t, g, (t) = p,(t).a™.

a. Démontrer que g, est positive, et que, pour tous, réels positifs t et s, g,(t +s) = q,(t) + g,(s).
Démontrer que q, est croissante sur R".

b. On pose q,(1) = C. Donner I'expression de g,(t) en fonction de C et de t successivement pour
t € Q" puis pour t € R* en suivant une démarche analogue a celle de la partie A.

c. En déduire I'expression de p,(t) en fonction de C et de t pour t € R*

3. En utilisant la derniere hypothéese faite en préliminaire, déterminer la valeur de C. Donner alors
I'expression de p, (t).

C. Quelques propriétés des fonctions p,

La fonction gl a été définie dans la question B.2. On pose plus généralement, pour tout entier naturel
n et tout réel positif t : g, (t) = p,(t).a™.

1. Soit n un entier supérieur ou égal a 2. En utilisant la derniére hypothése faite en préliminaire,

démontrer que : lim o (1) =0
a1 P® oG ® _ - _
En déduire que !m n =0, !T(‘) n =0, !mpn(t)—o et !mqn(t)—o

2. Soit n un entier supérieur ou égal a 2.
i=n
a. Démontrer que pour tous réels positifstets: p,(t+s) = Z Pni ()-p; (S) -
i=0
n-1
b. En déduire que pour tous réels positifs t et s: q,(t+5) =0, (t)+2(qn_i (t).0;(s)+ 0, (s))
i=1

D. Détermination de la fonction p, pour n entier naturel

On note g, la fonction définie sur R* par, g,(t) = 1.

(=Ina)"t"

Pour tout entier naturel non nul n, on note g,, la fonction définie sur R* par g, (t) = oy

Pour n entier naturel, on désigne par (E,) I'égalité des fonctions ¢, et g, : 0, = 9,

On souhaite démontrer par récurrence que I'égalité (E,) est vraie pour tout entier naturel n.

1. Démontrer que q, = g, et que g, = g;.
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2. Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2. On suppose dans cette question que |'égalité (E,)
est vraie pour tous les entiers k tels que 0 <k < (h - 1).
a. Démontrer alors que, pour tous réels positifs t et s:
qn(t+5) :qn(t)+gn(t+s)_gn(t)_gn(5)+qn(s) .
(On pourra utiliser la formule du binbme de Newton).

b. En déduire que g, est continue a droite en tout réel positif t.

c. Onpose @ =q, - g,. Démontrer que, pour tous réels positifs t et s, O(t + s) = O(t) + D(s).

d. On pose ®(1)=C. En suivant une méthode analogue a celles utilisées précédemment,
déterminer ®(t) en fonction de t et de C, pour t nombre réel positif.

e. Démontrer que C est nul. En déduire que g, =g,,.

3. Grace aux questions précédentes, déterminer les fonctions q,, puis p,, pour n entier naturel
guelconque.

E. Nature de |aloi suivie par les variables aléatoires X, .,

On dit qu'une variable aléatoire X, a valeurs dans N, suit la loi de Poisson de parameétre A si, pour tout

LA

entier natureln, P(X =n)=e Py

Déduire de I'étude précédente que la variable aléatoire X,.,;, donnant le nombre de véhicules se

présentant au péage au cours d'une durée de t secondes, suit une loi de Poisson dont on précisera le
parameétre.
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MOYENNE ARITHMETICO-GEOMETRIQUE

Objectif Etude d’'une fonction définie a partir d’'une limite de suite et caractérisée par des
équations fonctionnelles.

Le programme d’Analyse de terminale S. Existence de la limite d'une suite

Notions utilisées i o AN . R
croissante majorée. Limite a droite. Limite a gauche.

Etude d’une fonction définie & partir d’'une limite de suite et caractérisée par des
équations fonctionnelles.

Probleme
1. Atout couple (a;b) de réels positifs ou nuls, on associe les suites u et v ainsi définies :

Upyp =/UpVy

()] {UO fs et pour tout ne N 1
Vo= Vi1 :E(un +Vn)

a. Calculer u, etv, en fonction de n dans les deux cas particuliersa=0,b>0eta>0,b=0.

b. Montrer que u, < v, pour tout entier n > 1 et que les suites (u,) et (v,) sont monotones a partir du
rang 1.

c. En déduire que les suites (u,) et (v,) convergent et ont la méme limite. Cette limite, qui est
fonction du couple (a; b) et qui ne peut étre explicitée en général, sera notée L (a, b).

o

Montrer que, poura>0,b>0etA>0,0na:
(2) L(a,b)=L(b,a)
(3) L(ra,Ab)=21L(a,b)
(4) Jab <L(ab) s%(a+b)

a+b
—)

() L(ab)=L(-/ab,

[0,+0] — R
2. On utilise la limite étudiée plus haut pour définir la fonction F: X — L@ x)

a. Calculer F (0) et F ().
b. Soit x et x’ deux réels positifs ou nuls tels que x < x’. On considere les suites u, v, u’ et v’

définies par les relations (1) avec {uo =1 et {uo. :1..
Vg = X Vp' =X

Comparer, pour tout entier naturel n, d’une part u, et u,’ et d'autre part v, etv, .
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En déduire que F(x) <F(x).
Quel est le sens de variation de la fonction F ? Quel est le signe de F (x) ?

3. En utilisant les résultats du 1.d., montrer que, pour x> 0,on a:

(6) x <F(x) s%(1+ X)
1
(1) F(x)= XF[;]

1+x
@) F(x)= \/_F( &]

9 FX) ——(1+ X)F( \/7]

4.a. Montrer que F est dérivable en 1 et préciser la valeur de F'(1).
b. Montrer que F (x) tend vers + o lorsque x tend vers + o,
c. On étudie F au voisinage de 0.
Rappel : Toute fonction croissante sur [ 0 ; + « [ admet une limite a droite en 0.

Soit ¢ la limite a droite de F en 0. Montrer, en utilisant I'égalité (9) que £ =0

F est-elle continue en 0 ? F est-elle dérivable en 0 ?
d. Démontrer que, pour tous réels strictement positifs s etttels que t<s,ona:

F(s)-F(t) = (s—1) F(%)H{F(%)—F(%ﬂ
puis osF(s)—F(t)s(s—t)F@js(s_t)FGj

Soit a un réel positif. Déduire des égalités précédentes que F est continue en a.
F(x) F(x)

W

e. Etudier les limites éventuelles, lorsque x tend vers + o, de et

F&X

Interpréter graphiquement la limite de > en + oo,

Interpréter les deux limites ci-dessus en termes de croissance comparées des fonctions F,
X > X, X /X au voisinage de + oo.

f. Tracer dans un méme repére les représentations graphiques des fonctions

1 . .
XX et x— §(1+ X) et donner l'allure de la courbe représentative de F.
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FOF=EXP

Objectif Résolution d’'une équation fonctionnelle par analyse et synthese

Tout le programme de TS, en particulier le raisonnement par récurrence, mais

Notions utilisées o o _ X .
aussi I'ensemble des propriétés des fonctions continues sur un intervalle de R.

Dans cette séquence on souléve le probléme de I'existence de fonctions f continues sur R
et vérifiant la relation : f o f =exp et on s’'intéresse aux propriétés de telles fonctions.

A. Propriétés de base des fonctions solutions

On consideére une fonction f continue sur R et vérifiant: f o f =exp.

1. Encadrement de f par deux fonctions usuelles.

a. Démontrer que toute solution de I'équation f(x) = x est aussi solution de I'équation &* = x.
En déduire que I'équation f(x) = x n'a pas de solution.

b. En déduire que f(x) — x est de signe constant pour x réel.

c. Démontrer qu'il est impossible que, pour tout réel x, on ait f(x) < x.
En déduire que, pour tout réel x, f(x) > x.
Démontrer que pour tout réel x, f(x) <e”.

e. Démontrer que f(0) appartient a I'intervalle ]0; 1.

2. Propriété fondamentale.

Démontrer que pour tout réel x, f(e) =e'® (propriété (*)).

3. Limitesde f en+ o et — .
a. Déterminer la limite de f en + «
b. f(x)s’écrit f(x) =In(exp(f(x))).
Transformer cette écriture grace a la propriété (*). En déduire que f tend vers In( f(0)) en — oo.
Démontrer que In( f(0)) est strictement négatif.

4. Sens de variation de f.
Démontrer que f est injective.

En déduire que f est strictement monotone sur R, puis que f est strictement croissante sur R
(utiliser 3.a.).
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B. Croissances comparées au voisinage de + o

1. Minoration de @

On pose, pour tout réel x strictement positif, g(x) =¥.

a. En considérant I'image par g de lintervalle [ 1; e ], démontrer qu’il existe un nombre réel k,
strictement supérieur a 1, tel que, pour toutréel xde[1;e], g(x)>k.

b. Démontrer que, pour tout réel strictement positif x, g (€*) = exp( x (g (x) — 1) ) (propriété (**)).
Démontrer que, si x est élémentde [1;+x [ etsi g(x) >k, alors g (") >k (on rappelle que
pour tout réel x, & > x + 1).

c. On définit une suite (e,), . \« Par récurrence en posant e; =e et, pour tout entier naturel non
nul n, e, =exp(e,). Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n non nul, g est
minorée par k sur l'intervalle [ 1 ; e, ]

d. Démontrer par récurrence gque, pour tout entier naturel n, e, > n.

En déduire la limite de la suite (e,).

e. Démontrer que g est minorée parksur[1;+ o [.

Diverses limites

a. A partir de la propriété (**), démontrer que, pour tout réel t de [e;+o],
g =exp(Int(g(nt)-1)).
En déduire, grace au B.1.e., une minoration de g (t), pourtélémentde [ e ; -+ [, puis la limite

de f(t) guand t tend vers + .

b. SOItae]0'+oo[etxe]l;+oo[.

( )

Exprimer ——~ en fonction de y = In X, en utilisant la propriété (*).

()
X2

En déduire la limite de

f(x) peut s'écrire aussi o)

e* T

pour x tendant vers + oo.

c. Pour x réel, En déduire la limite de pour x tendant vers

fx)
e*
+ 0.

d. Soient a et x deux réels strictement positifs.

f(x)

Exprimer ——= en fonction de y = In X, en utilisant la propriété (*).

En déduire la limite de ( ) pour x tendant vers + oo.
e

e. Soient a et x deux réels strictement positifs.

Exprimer T en fonction de y = In x,, en utilisant la propriété (*).
exp(x”)
s - f(x)
En deduire la limite de ——2— pour x tendant vers + .
exp(x”)
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C.

Expression de f a partir d’'une de ses restrictions

Soit ¢ la restriction de f a l'intervalle [ 0; f(0) ]. On se propose de montrer que la connaissance de ¢
entraine la connaissance de f sur R tout entier.

1.

D.

a. Démontrer que ¢ est bijective de [0 ;f(0) Jsur[f(0);1].
b. Démontrer que exp o d)‘l est le restriction de f al'intervalle [ f(0);1].

La connaissance de ¢ entraine donc la connaissance de f sur l'intervalle [0; 1 ].

On note flarestrictionde fa[0;1].

Soit y la restriction de f al'intervalle ] —«;0].
Démontrer que pour tout xde ] — o ; 0], w(x) = In(f, (exp (x) ) ). (On pourra utiliser la propriété *).

La connaissance de f surlintervalle [ 0 ; 1 ] entraine donc la connaissance de f surlintervalle ] — o0 ; 0 ].

On définit une suite (e,), . 5 Par récurrence en posant : e; = 0 et, pour tout entier naturel non nul n,
e,,,=exp(e,). Onnote | lintervalle [e,;e,, ], et f larestricionde f alintervalle I .

Démontrer que, pour tout entier natureln, f_ ., =expof oln.

En conséquence, la connaissance de f sur lintervalle [ 0; 1] entraine la connaissance de la
restriction de f & chacun des intervalles de la forme [e,;e,,;], pour n entier naturel. Or la

réunion de tous ces intervalles est [ 0 ; + o [°.
Donc la connaissance de f sur l'intervalle [ 0 ; 1 ] entraine la connaissance de f sur[0; + o [.

Construction des fonctions solutions

Soit a un réel de Ilintervalle 10; 1[. On considere une fonction ¢ définie, continue et strictement
croissante sur [0 ; a ] telle que ¢(0) = o et ¢p(ar) = 1.

1.

En suivant le plan de la partie C, construire une fonction f définie sur R dont la restriction a
[0; o] soit .

Démontrer que la fonction f ainsi construite est continue sur R.

Pour tout entier naturel n, on note f la restriction de f a lintervalle I .
a. Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, si x est élément de |, , alors f ()
appartienta l oual, ;.
b. Démontrer par récurrence la proposition suivante :
Pour tout entier naturel n et pour tout x élémentde |, f of(x)= f of (X) = e’
On distinguera les deuxcas: f, (x) e l,; f,(X) eI, ;.
c. Soit y la restriction de f &]— ;0] et soit x un élément de cet intervalle.
Démontrer que y(x) appartient soita ] — o ; 0 ], soit a I,
En déduire que f of(X) =f o y(x) =¢€".

Conclure.

Puisque la suite (e,) est une suite croissante tendant vers + . Ce dernier résultat a été démontreé a la question
B.1.d.
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E. Représentation graphique et programmation d’une fonction solution

Si on pose a:% et si on considére la fonction affine ¢ définie sur {0;%} par ¢(x)=0,5+x, la
fonction ¢ ainsi définie vérifie les hypotheses spécifiées au début de la partie D. D'apres la partie D., il
existe donc une unique fonction f continue sur R, vérifiant f o f = exp, et dont la restriction a [ 0 ;% }

soit égale a ¢.

Une programmation récursive permet d'utiliser I'ordinateur ou la calculatrice programmable pour
obtenir la courbe représentative de f sur un intervalle borné quelconque.

La programmation récursive de la fonction f repose sur les relations vues ci-dessus :
« Pour tout x de [ §(0) ; 1], f(X)=expo ¢ (X
» Pour tout xde 1 — oo ; 0], f(X) = In( d(exp(x)) ).

* Pour tout entier natureln, f ., =expof oln.

La voici par exemple écrite en ThinkPascal.
function fn(t: real): real;

begin
if (0 <= t) and (t <= 0.5) then begin fn := 0.5 . t end;
if (t >= 0.5) and (t <= 1) then begin fn := exp(t - 0.5) end;
if (t >= 1) then Dbegin fn := exp( fn(ln(t))) end;
if (t <= 0) then begin fn := 1In( fn(exp(t))) end;
end;
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