CARRE DE L'IMAGE = IMAGE DU CARRE

Objectif Résoudre une équation fonctionnelle.

: Raisonnement par récurrence. Fonction logarithme népérien. Fonctions
Outils
puissances et leurs propriétés (en particulier x” est définie en 0 pour a >0

Trouver les fonctions définies continues sur R* dérivables sur R**, de dérivée continue
en 1 et telles que I'image du carré de chaque réel positif soit égale au carré de I'image de
ce réel.

) pour tout xeR", f(xz)z(f(x))2

Propriétés : < (2) f est continue sur R*, dérivable sur R™*
(3) f' estcontinueenl

Questions
1. a. Quelles sont les fonctions constantes solutions du probléme ?

b. Montrer que les fonctions x> x°; X X°; X+ /X sont solutions du probléme.

h(x) = x? pour tout xe[0;1]

c. Soit la fonction h définie sur R” par
h(x) =/x pour tout X e[1;+ow]

Montrer que h vérifie les propriétés (1) et (2) mais pas la propriété (3).

2. a. Montrer que, pour tout x>0,ona: f(x)>0.
b. Quelles sont les valeurs possibles de f(0) et f(1) ?

3. Démontrer que :
a. pourtout xeR", f(x“)z[f(x)]4
b. pourtout xeR*, f(x;):[f(x)];
c. pourtout xeR*, ettout neN, f(xzn):[f(x)]2n @
d. pourtout xeR", ettout neN, f( ’

X2 ): [fF @)
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4. Soit a et x deux réels positifs non nuls.

a. Déterminer lim a?" puis lim [f(a?")_f(xzfn)]

Nn—>+o0 N—-+a0

En déduire la valeur de  lim ([f(a)]z’" —[f(x)]z’") :
N—+o0
b. Démontrer que, si f s’annule pour un réel a non nul, alors, pour tout réel x non nul, on a:
lim [f(Q] =0
n—+o0
En déduire que f est constante sur] 0 ; + o« [, puis que f est constante sur[0;+ oo [.

5. Onsuppose f non constante.
a. Montrer que, pour tout x> 0,ona: f(x)=0.

x f'(x)
f(x) -~

En dérivant la relation f(x?) = [f (x)]?, calculer g (x*) en fonction de g ().

b. On considére la fonction g définiesur]0;+oo [ par g(x)=

c. Montrer que, quel que soit x>0etn e IN,ona: g(x)= g(xzn) puis que g(x) = g(xzfn) .

En faisant tendre n vers l'infini, démontrer que g est constante sur ] 0;+ o [ et donc qu'il

o0 _k

f(x) x°

d. En déduire que les fonctions cherchées, si elles ne sont pas constantes, sont nécessairement
de la forme x i f(x) = ax¥, avec o> 0 etk > 0.

existe un réel k tel que, pour tout x appartenanta ]0;+«[,ona:

6. Pour quelles valeurs de o la fonction x +— ox est-elle une fonction f cherchée ?

En déduire toutes les fonctions f cherchées.
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