QUEUE DE POISSON AU PEAGE

Objectif Appliquer I'Analyse (équations fonctionnelles) aux Probabilités

Notions utilisées Continuité. Dérivabilité. Fonctions exponentielles.

Des veéhicules se présentent a un poste de péage de facon aléatoire. Déterminer la loi de
probabilité qui donne le nombre de véhicules se présentant au péage pendant un laps de
temps donné.

oa ==

Pour tout couple (u;v) de réels positifs, tels que u<v, on note X[u;v] la variable aléatoire égale au

nombre de véhicules se présentant au péage entre les instants u et v. On fait les hypothéses
suivantes, qui paraissent correspondre a la réalité :

1. Laloi de X[u;v] ne dépend que de la longueur de l'intervalle de temps [u ; v] ; autrement dit, pour

tout entier naturel n, il existe une fonction p, définie sur [0; + o [, & valeurs dans [0 1], telle que :

P(X[U:V] = n): p,(v—u).

2. La probabilité d'arrivée d'un véhicule ou plus dans un intervalle de temps de durée nulle est elle-
méme nulle, soit encore : pour tout entier non nul n, p,(0) =0, et p,(0) = 1 ; en revanche, la probabilité

qu'il n'arrive aucun véhicule pendant une unité de temps n'est pas nulle : p,(1) # 0. On notera :
P(1) =a,avecac]0;1]
3. Les variables aléatoires X[u;v] concernant des intervalles de temps disjoints ou n'ayant qu'un instant

en commun sont indépendantes. Autrement dit, si u<v<u'<v’, X(u] €8 X[yryq SON indépendantes

4. Lorsque la longueur de l'intervalle de temps tend vers 0, la probabilité d'arrivée de deux véhicules
ou plus dans ce laps de temps est négligeable devant la probabilit¢ d'arrivée d'un véhicule

exactement : IimM =0.
t—0 pl(t)

A. Détermination de la fonction p,
(po(t) = probabilité qu'il n'arrive aucun véhicule durant un intervalle de temps de durée t).

1. a. Deémontrer que, pour tous réels positifs t et s, p,(t+s) = p,(t).p,(s). (On pourra considérer les
intervalles detemps : [0 ;t]et[t;t+s]).
b. En déduire que pour tout entier naturel k, p,(kt) =(po (t))k
c. Démontrer que pour tout entier naturel non nul k, pg (%) = a(ij.

d. Démontrer que, pour tout rationnel positif r, p,(r)=a".
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2. Démontrer que la fonction p, est décroissante sur R".

3. Démontrer que pour tout réel positif t, p,(t)=a'. (On rappelle que, pour tout réel t, il existe deux
suites de nombres rationnels, I'une croissante, I'autre décroissante, qui convergent vers t).

B. Détermination de la fonction p,.

(p,(t) = probabilité qu'il arrive exactement un véhicule durant un intervalle de temps de durée t).

1. Démontrer que pour tous réels positifst et s : p;(t+5s) = p,(t) py () + p.(S) P (t) -

2. On pose, pour tout réel positif t, g, (t) = p(t).a™.

a. Démontrer que g, est positive, et que, pour tous, réels positifs t et s, q,(t + s) = g,(t) + q,(s).
Démontrer que g, est croissante sur R".

b. On pose g,(1) = C. Donner l'expression de g,(t) en fonction de C et de t successivement pour
t € Q" puis pour t € R* en suivant une démarche analogue a celle de la partie A.

c. En déduire I'expression de p,(t) en fonction de C et de t pour t € R*

3. En utilisant la derniere hypothese faite en préliminaire, déterminer la valeur de C. Donner alors
I'expression de p,(t).

C. Quelques propriétés des fonctions p,
La fonction gl a été définie dans la question B.2. On pose plus généralement, pour tout entier naturel

n et tout réel positif t : g, (t) = p,(t).a™".

1. Soit n un entier supérieur ou égal a 2. En utilisant la derniére hypothése faite en préliminaire,
Pa(®) _

démontrer que : lim——==0.
e
A L) o () o _ : _
En déduire que tll_r)rg n =0, tll_rg n =0, !l_r)rapn(t)_o et tI|_r)r8qn(t)_0

2. Soit n un entier supérieur ou égal a 2.
i=n
a. Démontrer que pour tous réels positifstets: p,(t+s)= Z Pni (). pi (S) -
i=0
n-1
b. En déduire que pour tous réels positifst et s: q,(t+s) =, (t)+Z(qrH (t).0;(s)+0q, (5))
i=1

D. Determination de la fonction p_ pour n entier naturel

On note g, la fonction définie sur R* par, gy(t) = 1.

(=Ina)"t"

Pour tout entier naturel non nul n, on note g_ la fonction définie sur R* par g, (t) =
n n n!

Pour n entier naturel, on désigne par (E,) I'égalité des fonctions g, et g, : q, = g,

On souhaite démontrer par récurrence que I'égalité (E,) est vraie pour tout entier naturel n.
1. Démontrer que g, = g, et que g, = g;.

2. Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2. On suppose dans cette question que I'égalité (E,)
est vraie pour tous les entiers k tels que 0 <k < (n-1).
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e.

Démontrer alors que, pour tous réels positifs t et s:

qn(t""s) = qn(t)+ gn(t+5)_gn(t)_gn(s)""qn(s) .

(On pourra utiliser la formule du binbme de Newton).

En déduire que (g, est continue a droite en tout réel positif t.

On pose @ = g, — g,. Démontrer que, pour tous réels positifs t et s, ®(t + s) = O(t) + D(s).

On pose ®(1)=C. En suivant une méthode analogue a celles utilisées précédemment,
déterminer ®(t) en fonction de t et de C, pour t nombre réel positif.

Démontrer que C est nul. En déduire que q, = g,.

3. Grace aux questions précédentes, déterminer les fonctions ¢, puis p,, pour n entier naturel
guelconque.

E. Nature de laloi suivie par les variables aléatoires X

[0;1t]

On dit gu'une variable aléatoire X, a valeurs dans N, suit la loi de Poisson de parameétre A si, pour tout

. oA
entier naturel n, P(X =n)=e XF'

n

Déduire de I'étude précédente que la variable aléatoire X, .,;, donnant le nombre de véhicules se

présentant au péage au cours d'une durée de t secondes, suit une loi de Poisson dont on précisera le
parameétre.
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