DU FINI A L’INFINI

Le parti pris pour définir la notion de « fini » est le point de vue naif de I'enfant qui dénombre une
collection d’objets.

Définitions
1. Deux ensembles sont dits équipotents lorsqu’il existe au moins une bijection de I'un sur I'autre.

2. Un ensemble E est dit fini lorsqu’il est vide ou lorsqu’il existe un entier naturel n tel que E soit
équipotent a I'ensemble {1;2;...;n}

Un ensemble est dit infini lorsqu’il n’est pas fini.

Un ensemble est dit dénombrable lorsqu’il est équipotent a N.

Notation
Nous noterons[1;n]I'ensemble {1;2;..;n}

Remarques
1. Soit E et F deux ensembles équipotents et f une bijection de E sur F.
Alors f* estune bijection de F sur E.

2. Le point de vue adopté pour définir un ensemble fini est le point de vue intuitif utilisé pour
dénombrer les doigts de la main gauche.

3. Les questions qui se posent a la suite de ces définitions sont les suivantes :

— Il'ensemble E étant un ensemble fini et non vide, I'entier n tel que E soit équipotenta [1;n]
est-il unique? (ou, en langage naif, va-t-on obtenir le méme résultat en comptant les éléments
de E de diverses facons ?).

— un ensemble dénombrable est-il infini ?
— un ensemble équipotent a un ensemble infini est-il lui méme infini ?

La réponse intuitive a chacune de ces trois questions est oui. Les propriétés qui suivent, et qui
découlent des définitions adoptées, en apportent la preuve mathématique.

Propriété 1
Soit deux entiers naturels non nuls n et p.
Si[1;n]estéquipotenta[1;p]alors n=p.

Il suffit, en fait, d’établir que, si[ 1 ; n] est équipotenta [ 1;p], alors n<p. (1)
Eneffetsi[1;n] estéquipotenta[1;pJalors[1;p] estéquipotenta[1;n]. La proposition (1) permet
donc d’écrire ala foisn<petp <n, c'est a dire que n =p.

Pour démontrer cette proposition (1) nous allons utiliser un raisonnement par récurrence sur I'entier n.
e La proposition est évidente pour n =1 puisque p > 1.

e Supposons cette proposition vraie au rang n et considérons un entier naturel non nul q tel que
[1;(+1)]soit équipotenta[1;q]-

On considére une bijection f de[1;(n+1)]sur[1;q]eton désigne par ml'image de (n+ 1) par f.

Deux cas sont alors a envisager :

1% cas: m=q.

La restriction f* de f a I'ensemble [1;n] est une bijection de [1;n] sur [1;(q—1) ] et, d'apres
I'hypothése de récurrence, n<q-1.

Par conséquent, n + 1 <q.
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2°Mcas 1 m = q
On désigne par A lI'ensemble [1;(q)J\{m} (ensemble [1;(q)] privé de I'entier m) et on considére
I'application g définie sur A par :

g(x)=x pourtoutx tel que 1<x<m

g(x)=x-1 pourtout x tel que m<x<q

—-Sim=1, g(x)=x-1pour tout x de A

g est une bijection de A sur [1;(q—1)] et la restriction f*de f a 'ensemble [1;n] est une bijection de
[1;n]surA. Il enrésulte que g o f* estune bijectionde [1;n]sur[1l;(q-1)]et, d'apres I'hypothése de
récurrence, n<q - 1.

Par conséquent, n + 1 < g comme dans le premier cas.

- Sim=#1,

Nous avons donc établi la proposition (1) au rang (n + 1). Celle-ci est donc vraie pour tout entier n.

Propriété 2
Soit E un ensemble fini non vide.
Il existe un entier naturel n unique tel que E soit équipotenta [1;n].

Définition
Cet entier naturel n est appelé cardinal de I'ensemble E et noté Card(E).
Par convention le cardinal de I'ensemble vide est 0.

L’'ensemble E est fini et non vide donc il existe un entier naturel n et une bijection f deEsur [1;n].
Soit un entier naturel p et g une bijectionde Esur [1;p].

L'application g o f estune bijectionde [[1;n]sur[1;p] et dapres la proposition précédente, n = p.

Propriété 3

Les parties finies non vides de N sont les parties majorées de N.

Soit E une partie finie et non vide de N.

Il existe un entier naturel n et une bijection f deEsur[1;n].

Nous allons montrer par récurrence sur I'entier n que E est majoré.
Sin=1,alors E ={ f_l(l) } ol 1 désigne la bijection réciproque de f.
Tout entier supérieur a ffl(l), par exemple ffl(l) + 1, est un majorant de E.

Supposons la propriété vraie au rang n.
Soit E une partie de N de cardinal (n + 1).

L’'ensemble {f_l(l), f_1(2), T f_l(n)} est une partie de N de cardinal n et posseéde donc, daprées

I'hypothese de récurrence, un majorant M. Or E = { ffl(l), ffl(Z), e ffl(n), ffl(n +1)}
Ainsi le plus grand des deux nombres M et f_l(n + 1) est un majorant de E.
La propriété est donc établie au rang (n + 1) et nous avons démontré que toute partie finie de N est majorée.

Réciproquement, soit E une partie majorée et non vide de N.

D’aprés les axiomes qui permettent de définir 'ensemble des nombres entiers naturels, E admet un plus
grand élément p.
Nous allons montrer par récurrence sur I'entier p que E est fini.

Si p=0, E a pour seul élément 0 et I'application qui a 0 associe 1 est une bijection de E sur [1;1] ce qui
prouve que E est fini.

Supposons la propriété vraie au rang p.

Soit E une partie de N dont le plus grand élément est (p + 1).

On consideére I'ensemble F=E\{p+1}.

Le plus grand élément de F est inférieur ou égal a p et, d'aprés I'hypothése de récurrence, F est fini. Donc il
existe un entier naturel m et une bijection f de Fsur[[1;m].

IX - Annexes Du fini a l'infini 2



E— [[1;m+1]
L'application g : {x+ f(x) si x appartient a F est une bijectionde Esur[1;m+1T.
p+l—>m+1

La propriété est donc établie au rang (p + 1) et nous avons démontré que toute partie majorée de N est finie.

Propriété 4
Soit E un ensembile fini non vide et F une partie de E, distincte de E.
Alors F est un ensemble fini et Card(F) < Card(E).

Si F est I'ensemble vide, alors Card(F) = 0 et Card(F) < Card(E).

Supposons donc F différent de 'ensemble vide.
L’ensemble E est fini et non vide donc il existe un entier naturel n et une bijection f de Esur[1;n].
Soit f* larestriction de f a F et Alimage de F par f*.

L’ensemble A est une partie de N majorée par n donc A est fini. Par suite il existe un entier naturel p et une
bijection g de Asur[[1;p]. Il enrésulte que h =g o f* est une bijection de Fsur [ 1;p J. Donc F est fini et
Card(F) = p.

L’ensemble (E — F) est également une partie de E et d’apres le raisonnement qui vient d'étre fait, (E — F) est
fini. On pose q = Card(E — F).

Par hypothése, (E — F) est non vide donc q est un entier naturel non nul.

On appelle k une bijectionde (E-F)dans[1;q].

E->[1p+ql
Soit ¢: {x h(x) six appartienta F
X+ p+k(x) six appartienta (E-F)

¢ est une bijectionde Edans[1;p+qg]car h et k sont des bijections. Par conséquent, p+q=n.
I Doncp <net Card(F) < Card(E).

Propriété 5
Tout ensemble équipotent a I'une de ses parties strictes est infini.
(F est une partie stricte de E lorsque F est un sous ensemble de E, distinct de E).

Soit E un ensemble, F une de ses parties strictes et f une bijection de E sur F.
Nous allons démontrer que E est un ensemble infini a I'aide d’un raisonnement par I'absurde.

Supposons donc E fini.

D’apres la proposition précédente F est fini et Card(F) < Card(E).

Il existe un entier naturel n et une bijection g de E sur [ 1; n], un entier naturel p et une bijection h de F sur
[1:p]

L’application h of o g_1 est une bijection de [1;n] dans [1;p], d'ou n=p et Card(E) = Card(F), d'ou la
contradiction.

Propriété 6
Tout ensemble équipotent a un ensemble infini est infini.

] Cette proposition se démontre aisément & I'aide d'un raisonnement par I'absurde.
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