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�� Introduction

L�objet de cette note est de faire un rapide tour d�horizon sur les probl�emes qui se
posent pour le calcul num�erique des int�egrales� Elle ne pr�etend pas �etre un cours sur
ce vaste sujet� mais voudrait donner quelques pistes� Une petite bibliographie �cf� en
particulier �	
���
���
 �a la �n permet de se faire une id�ee plus pr�ecise de la question�

� premier probl�eme � calculer exactement l�int�egrale des polyn�omes � construire des
r�egles de quadrature exactes sur les polyn�omes de degr�e au plus n�

	 deuxi�eme probl�eme � utiliser ces r�esultats pour calculer les autres int�egrales �inter�
polation des fonctions� extrapolation des limites� probl�emes de convergence� �evaluation de
l�erreur�

L�interpolation polynomiale est un domaine classique tr�es int�eressant� on y rencontre
� les formules de Taylor et Newton �op�erateur delta�
� les polyn�omes de Lagrange� Hermite�
� les d�eterminants de Van der Monde�
� l�algorithme d�Aitken � �evaluer les valeurs d�une fonction �et de ses d�eriv�ees �a partir

de valeurs connues en certains points�
� les polynomes de Bernoulli et la formule d�Euler�MacLaurin�

� Le choix des points d�interpolation conduit aux m�ethodes de quadrature de Gauss
et �a la th�eorie des polyn�omes orthogonaux�

� L�extrapolation des r�esultats sur les polyn�omes conduit aux m�ethodes d�acc�el�eration
de la convergence � m�ethode de Romberg�Richardson� proc�ed�e d�Aitken�

� Probl�eme des int�egrales singuli�eres ou fortement oscillantes� par exemple comment
calculer les int�egrales de Fourier et Laplace� les coe�cients de Fourier des fonctions p�eriodi�
ques�

� Peut on donner des algorithmes de quadrature �exemple� l�algorithme de Risch�
Calcul formel �Maple et autres syst�emes

� Le calcul des int�egrales en dimension sup�erieure �a 	�

Apr�es avoir �evoqu�e la partie visible de l�iceberg� on se propose de pr�eciser la m�ethode
de Romberg et celle de Gauss�Aitken qui sont en pratique celles qu�il faut conna��tre en
licence de Math�ematiques et en classes pr�eparatoires�
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�� R�egles exactes sur les polyn�omes

On se ram�ene par changement de variable �a l�intervalle ��� �
� Notons �n l�espace des
polyn�omes de degr�e inf�erieur ou �egal �a n� Une r�egle d�int�egration est dite de degr�e n si
elle est exacte sur �n et fausse pour au moins un �el�ement de �n���

La fonction

f ��
Z �

�

f�x dx

est une forme lin�eaire� Sur l� espace vectoriel �n de dimension �nie n��� elle peut s��ecrire
comme combinaison lin�eaire de n� � formes lin�eaires ind�ependantes�

Interpolation d�Hermite � de fa�con g�en�erale� consid�erons un syst�eme de points
distincts fx�� x�� � � � � xmg dans ��� �
 et des multiplicit�es n�� n�� � � � � nm�

Les n � n� � n�� � � �� nm formes lin�eaires

f �� f �k��xj �� � j � m� � � k � nj

sont lin�eairement ind�ependantes� Il existe un unique polyn�ome de degr�e � n tel que

P �k��xj � y
�k�
j �� � j � m� � � k � nj

et une r�egle d�int�egration exacte pour les polyn�omes de degr�e inf�erieur �a n�

Z �

�

f�x dx �
mX
j��

nj��X
k��

w
�k�
j f �k��xj�

On a ici n �m param�etres w
�k�
j et xj � On peut imposer certains d�entre eux� et on veut

que la r�egle soit de degr�e le plus �elev�e possible�
Si on choisit les xj on est conduit aux m�ethodes de Newton�Cotes �cas des points

�equir�epartis� Si on laisse le choix des xj ou d�une partie d�entre eux� on est conduit aux
m�ethodes de Gauss et associ�ees �Radau� Lobatto���� Si on choisit les coe�cients� on est
conduit aux r�egles de Tchebiche� �cas des coe�cients �egaux�

Les xj �etant donn�es� il y a des relations de dualit�e entre la recherche du polyn�ome

d�interpolation P �k��xj � y
�k�
j et la recherche des n constantes w

�k�
j � celles ci sont obtenues

en �ecrivant

�i ��

Z �

�

xi dx �
mX
j��

nj��X
k��

�k�w
�k�
j

�
i

k

�
xi�kj �� � i � n�

syst�eme lin�eaire de Cramer dont le d�eterminant est un Van der Monde g�en�eralis�e� �on a
fait appara��tre des coe�cients binomiaux�

Pour y voir plus clair� consid�erons simplement le cas particulier o�u tous les nj valent
��

	



Interpolation de Lagrange� en prenant les formes lin�eaires f �� f�xj o�u les
xj �� � j � n sont des points distincts dans ��� �
 on obtient la r�egle exacte sur �n�

A�f �
nX

j��

wjf�xj

Les wj sont obtenus en r�esolvant le syst�eme

�
BBBB�

� � � � � �
x� x� � � � xn
x�� x�� � � � x�n
���

��� � � � ���
xn� xn� � � � xnn

�
CCCCA

�
BBBB�

w�

w�

w�
���
wn

�
CCCCA �

�
BBBB�

��
��
��
���
�n

�
CCCCA

tandis que la recherche du polyn�ome de Lagrange fait intervenir la matrice transpos�ee�
Rem� dans le cas g�en�eral� le d�eterminant de la matrice des syst�emes duaux �constitu�ees

de m blocs

Vj�n� nj� xj �
��i

k

�
xi�kj �� � i � n� � � k � nj

�

est �egal �a Y
��j�i�m

�xi � xj
ninj

montrant existence et unicit�e des coe�cients w�
Dans le cas particulier de Lagrange� les constantes wj peuvent s��ecrire

wj �

Z �

�

lj�x dx lj�x �
Y
i��j

x� xi
xj � xi

�

les polyn�omes lj constituant la base duale de la famille de formes lin�eaires f �� f�xj�
l�expression g�en�erale est assez compliqu�ee�

Les r�egles de Newton	Cotes sont les r�egles de degr�e n obtenues avec les points
�equi�r�epartis xj � a� jh� h � �b� a�n�

La classique formule d�Euler	MacLaurin fait partie de ces familles de r�egles d�int�egra�
tion Z �

�

f�x dx �
f�� � f��

	
�

pX
k��

B�k

�	k�

�
f ��k������ f ��k�����

�
� Rp

Rp � �
Z �

�

f ��k����x
B�k���x

�	k � ��
dx � �� B�p��

�	p� 	�
f ��p����� �� � � � �

�



formules donnant une r�egle exacte sur ��p��� Pour n entier positif� posons h � �b� a�n�
On d�e�nit la somme des trap�ezes�

Tn �
h

n

��
	
f�a �

n��X
k��

f�a�
k

n
h �

�

	
f�b

	

Z b

a

f�x dx � Tn �

pX
k��

B�kh
�k

�	k�

�
f ��k����a� f ��k����b

�
� Rn�p

jRn�pj � �b� a�p��

n�p��
jB�p��j
�	p� 	�

M�p���

o�u M�p�� est un majorant de f ��p��� sur l�intervalle d�int�egration�
Les nombres de Bernoulli �voir un peu plus bas

B� � ���� B� � ������ B� � ���	� B	 � ��������

se majorent facilement� Dans l�utilisation de cette formule� un choix judicieux de n et p
s�impose� �La s�erie d�Euler�MacLaurin n�est pas en g�en�eral convergente�

Cette formule est bien adapt�ee aux r�egles compos�ees �voir x��� car elle ne demande
l��evaluation des d�eriv�ees qu�aux bornes de l�intervalle d�int�egration� Donnons une preuve
formelle rapide valable pour les polyn�omes �toutes les sommes sont �nies����

f�x� � � f�x � f ��x �
f ���x
	�

� � � � � eDf�x

en notant D l�op�erateur de d�erivation et I l�op�erateur identit�e�
Si F est une primitive de f on a�

Z x��

x

f�t dt � F �x� �� F �x � �eD � IF �
eD � I

D
f�

eD � I

D
est un op�erateur inversible sur l�espace �n� On introduit le d�eveloppement en s�erie

x

ex � �
� b� � b�x� b�x

� � � � �� bkx
k � � � �

f�x �

Z x��

x

f�t dt� b�D�F �x� �� F �x � b�D
��F �x� �� F �x � � � �

f�x �

Z x��

x

f�x dx� b��f�x� �� f�x � b��f
��x� �� f ��x � � � �

comme b� � ���	 on obtient�

Z x��

x

f�x dx �
�

	

�
f�x � f�x� �

�
� b�

�
f ��x� f ��x� �

�
� b�

�
f ���x� f ���x� �

�� � � �
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les coe�cients bk d�e�nissent les nombres de Bernoulli �b� � ���	� b�k�� � �� b�k �
B�k��	k� pour tout k � ��

Il faut signaler le bon comportement des fonctions p�eriodiques �su�samment d�eriv�
ables pour certaines r�egles� La r�egle des trap�ezes Tn�f pour l�intervalle ��� 	�
 est exacte

sur les polyn�omes trigonom�etriques P �x �
Pk�n

k��n cke
ikt� Pour une fonction 	� p�eri�

odique dont la s�erie de Fourier f�x �
P

k�Z cke
ikt converge absolument� on a l��egalit�e

Tn�f � 	�
X
k�Z

cnk�

On peut d�ailleurs remarquer que les termes correcteurs �a la formule des trap�ezes dans la
formule d�Euler�MacLaurin sont nuls �


� Int�egration des fonctions quelconques �
interpolation polynomiale 	 �evaluation du reste

Pour une fonction non polyn�ome� on construit un polyn�ome d�interpolation P dont
on calcule exactement l�int�egrale comme pr�ec�edemment� Le probl�eme est alors d��evaluer
l�erreur

E�f �

Z b

a

f�x dx�
Z b

a

P �x dx

Citons la formule de Peano� Si E�P  � � pour tout P � �n� alors pour toute fonction
dans Cn����a� b
� on a �

E�f �

Z b

a

f �n����tK�t dt

K�t �
�

n�
Ex��x� tn�
� �x� tn� �



�x� tn si x � t

� si x � t

Pour la plupart des r�egles usuelles� la fonction K�t garde un signe constant sur �a� b

et le reste peut s��ecrire grace �a la formule de la moyenne�

E�f � f �n�����

Z b

a

K�t dt pour un � � �a� b


De plus� en utilisant f�x � xn�� on obtient

E�f �
�

�n� ��
f �n�����E�xn���

�� Convergence des r�egles� R�egles compos�ees

Il est bien connu que le fait d�augmenter le nombre de points d�interpolation n�am�eliore
pas la qualit�e de l�approximation de l�int�egrale� Appelons ��el�ementaires� les r�egles pr�ec�e�
dentes� On utilise des �r�egles compos�ees� qui consistent �a subdiviser l�intervalle en n sous

�



intervalles �egaux et �a appliquer une r�egle �el�ementaire sur chacun d�eux� par exemple la
r�egle de Newton�Cotes �a � points conduit �a la r�egle de Simpson�

Z �

�

f�x dx �
�

�n

�
f�� � �

nX
k��

f�
	k � �

	n
 � 	

n��X
k��

f�
k

n
 � f��

�

On montre facilement que lorsque p tend vers l�in�ni� la somme de droite converge
vers l�int�egrale� Ici� l�erreur est �pour un intervalle �a� b


E�f �
�b� a


	���n	
M	

o�u M	 est un majorant de jf �	�j sur �a� b
�

�� M�ethodes de Gauss

On cherche une r�egle exacte sur ��m�� de la forme

A�f �
mX
k��

wkf�xk

pour l�int�egrale
R b
a
f�x	�x dx� o�u 	�x est une fonction poids convenable d�e�nie sur

�a� b
� Le fait de s�eparer l�int�egrand en un produit de 	 fonctions a de nombreux avantages
�calculs plus simples� traitement des singularit�es� int�egrale sur des intervalles non born�es�
En �ecrivant

�i � A�xi �
mX
k��

wkx
i
k pour � � i � 	m

on a un syst�eme de 	m �equations et 	m inconnues wk� xk� Si on introduit le polyn�ome

pm�x � �x� x��x� x� � � � �x� xm � xm � am��xm�� � � � �a��

on voit que

��

Z b

a

xipm�x	�x dx � � pour � � i � m

ce qui montre que les pm sont les polyn�omes orthogonaux pour la mesure 	�xdx sur �a� b
�
Le probl�eme est alors de calculer le polyn�ome pm et ses racines� On obtient alors

comme pr�ec�edemment les wi� La th�eorie des polyn�omes orthogonaux donne des formules
et des r�ecurrences pour les pm� ils sont �a racines r�eelles simples dans �a� b
 �si 	 � � et
ces racines peuvent se calculer par la m�ethode de bissection� En introduisant la matrice

des moments �i �
R b
a
xi	�x dx� on a un moyen simple de calculer les polyn�omes� les

coe�cients am��� am�������a� sont solutions du syst�eme lin�eaire ���

�m�i � am���m�i�� � � � �� a��i � � pour � � i � m
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c�est �a dire MX � Y o�u

M �

�
BB�

�� �� � � � �m��
�� �� � � � �m
���

��� � � � ���
�m�� �m � � � ��m��

�
CCA

Y � �t��m� �m��� � � � � ��m��

Les coe�cients wj �nombres de Christo�el ont ici des propri�et�es particuli�eres� notamment
ils sont positifs �si 	 � � et peuvent s��ecrire

wj �

Z b

a

	�xlj�x dx �

Z b

a

	�xl�j �x dx

Le terme d�erreur devient

E �
f ��m���

�	m�

Z b

a

	�xp�m�x dx

Notons que les m�ethodes de Gauss ont l�avantage de ne pas faire intervenir les ex�
tr�emit�es de l�intervalle d�int�egration� o�u il peut exister une singularit�e� Elles peuvent aussi
s�appliquer �a des intervalles non born�es�

Les exemples classiques sont
� le poids � sur ������
 �polyn�omes de Legendre�
� le poids �p

��x� sur ������
 �polyn�omes de Tchebichev�

� le poids e�x sur ������ �polyn�omes de Laguerre�

� le poids e�x
�

sur 
������ �polyn�omes d�Hermite�
On utilise souvent la formule la plus simple suivante �de degr�e ��

Z b

a

f�x dx �
h

	

�
f�
a� b

	
� h

	
p
�
 � f�

a� b

	
�

h

	
p
�

�

�h � b� a

�Gauss et 	�eme polyn�ome de Legendre

Une g�en�eralisation de la m�ethode de Gauss consiste �a �xer xr��� xr��� ���� xm et laisser
ind�etermin�ees x�� � � � � xr� On a m � r param�etres �m poids et r abscisses �a d�eterminer
pour une r�egle exacte sur �m�r��� Les r autres abscisses sont encore les z�eros de certains
polyn�omes� Lesm�ethodes de Radau et Lobatto� par exemple consistent �a �xer respec�
tivement l�origine et les 	 extr�emit�es de l�intervalle d�int�egration �r�egle exactes sur ��m��
et ��m�� �cf ��
�

On peut aussi imposer certains coe�cients w
�k�
j � par exemple si on les prend tous

�egaux� avec le poids � sur ������
 on retrouve les z�eros des polyn�omes de Tchebichev�
Mais il peut ne pas y avoir de points xj r�eels �ici le polyn�ome pn est connu par ses sommes

de Newton
Pm

j�� x
i
j� Prendre tous les nj � 	 et w

���
j � � redonne la quadrature de Gauss

ci�dessus�
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� Extrapolation 	 M�ethode de Romberg

La formule d�Euler�MacLaurin montre que �si f est su�samment d�erivable la suite
Tn poss�ede un d�eveloppement limit�e de la forme

Tn � I � a�h
� � a�h

	 � � � �� aph
�p �O�h�p��

La m�ethode de Romberg consiste �a lui appliquer le proc�ed�e d�acc�el�eration de Richardson�
A partir des valeurs T�� T�� T	 �� � �T�j ���� on extrapole la limite T� �on cherche la

valeur d�un polyn�ome
Pp

j�� ajh
�j en h � � �a partir de certaines valeurs connues de ce

polyn�ome�
On forme une suite double Ti�j en posant

T��j � T�j

Ti�j �
�iTi���j�� � Ti���j

�i � �

On v�eri�e imm�ediatement que pour j ��

Ti�j � I �O�
�

��i���j


Cette m�ethode tr�es classique ne doit �etre appliqu�ee qu��a des fonctions  bien ap�
prochable! par des polyn�omes� en particulier su�samment d�erivables sur tout l�intervalle
d�int�egration� bornes comprises� Par exemple elle ne donne aucune acc�el�eration pour
l�int�egrale Z �

�

p
x dx�

La fonction
p
x n�est pas d�erivable en �� Cependant il existe un d�eveloppement limit�e de

la forme�

Tn � I � a�h
��� � a�h

� � a�h

�� � a	h

	 � � � �
La m�ethode de Richardson s�applique alors� mais en rempla�cant le facteur � par 	

p
	 �a la

premi�ere ligne� et en multipliant ce facteur par
p
	 au lieu de � �a chaque ligne suivante�

De m�eme la fonction �
p
x��� x n�est pas d�erivable en � et �� Cependant il existe

un d�eveloppement limit�e de la forme�

Tn � � � a�h
��� � a�h


�� � � � �� aph
p���� � O�hp����

et la m�ethode de Richardson s�applique� mais en rempla�cant le facteur � par 	
p
	 �a la

premi�ere ligne� et en multipliant ce facteur par 	 au lieu de � �a chaque ligne suivante�

Notons d�ailleurs que la m�ethode de Simpson est �equivalente �a la m�ethode des Trap�ezes
sur ces deux exemples�
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On donne en appendice l�exemple de
R �
�

	 dx
��x� � �Rem� ici le coe�cient de h	k est nul�

on peut appliquer la m�ethode avec le facteur �� au lieu de � �a partir de la 	�eme ligne et �
�a la ��ere ligne�

La m�ethode de Romberg n�est pas toujours bien programm�ee� Il convient d��eviter
plusieurs �ecueils �

� Pour calculer T��j � T�j � on utilise T�j�� et on n��evalue la fonction que sur 	j��

points interm�ediaires�
	 On peut travailler dans un tableau lin�eaire� il faut alors �eviter de faire commencer

la suite T��j �a l�indice �� la suite Ti�j �a l�indice i �mais �a j � ��
� On peut construire le tableau T i� j par diagonales i�j�k successives� On a alors

un test d�arr�et tout �a fait admissible en pratique� qui est que la di��erence de 	 termes
cons�ecutifs devient inf�erieur �a la pr�ecision demand�ee 
� �En fait si les d�eriv�ees successives
aux bornes de l�intervalle d�int�egration sont tr�es grandes� ce test devient mauvais�

Il convient d�abord de calculer cette di��erence ��

� �
Ti���j�� � Ti���j

�i � �

Ti�j � Ti���j�� � �

�cette mani�ere d�ajouter un  terme correcteur! au terme pr�ec�edent est plus stable num�e�
riquement que d��ecrire la formule exacte pour Ti�j et permet de tester l�arr�et�

Lorsque le terme Tk�� a �et�e calcul�e et si la pr�ecision voulue n�est pas atteinte� on
commence une nouvelle diagonale i � j � k � � on double le nombre de trap�ezes en
calculant la  somme des rectangles!

Rk � h
�kX
j��

f�xj

o�u les xj sont les 	j nouveaux points m�edians� puis

� �
Rk � Tk��

	
Tk���� � Tk�� � �

�Ici aussi on ne calcule pas directement Tk���� �
Tk�� � Rk

	
�

�� Quelques remarques sur le tableau de Romberg �

La premi�ere ligne �i � � du tableau T��j est la m�ethode compos�ee de Simpson� la
deuxi�eme ligne du tableau T��j est la m�ethode compos�ee de Boole�Villarceau�

Les lignes suivantes ne sont plus des r�egles de Newton�Cotes� en fait la ligne Ti�j est
une r�egle compos�ee �dont les coe�cients w sont positifs �a 	i � � points �equir�epartis et j
intervalles de degr�e de pr�ecision 	i� ��

On peut d�ailleurs donner une justi�cation de la m�ethode de Romberg qui ne fait pas
appel �a la formule d�Euler�MacLaurin �cf �	�
�

"



Consid�erons une r�egle

A�f �
mX
k��

wkf�xk

exacte sur les polyn�omes de degr�e inf�erieur ou �egal �a q� Si q est un entier pair et si la r�egle
est sym�etrique� on voit facilement qu�elle est encore exacte sur les polyn�omes de degr�e
inf�erieur ou �egal �a q � �� On construit la r�egle compos�ee A��f en divisant l�intervalle en
deux sous intervalles �egaux� plus pr�ecis�ement�

A��f �
�

	
A
�
f�
x� a

	

�
�

�

	
A
�
f�
x� b

	

�
�

L�erreur sur le polyn�ome xq�� est

E��x
q�� �

�

	
E�

x� a

	
q�� �

�

	
E��

x� b

	
q�� � 	��q���E�xq��

et l�on voit qu�on peut int�egrer exactement xq�� avec la r�egle

#A�f �
	q��A��f� A�f

	q�� � �
�

Le fait que les suites i� Ti�j convergent vers I est assez facile �a d�emontrer� Par contre�
on ne sait pas dire grand chose de la vitesse de convergence� Dans le cas ou f est analytique
dans un domaine ouvert du plan complexe qui contient l�intervalle �a� b
� on peut montrer
assez facilement que la convergence est  super�lin�eaire!� c�est �a dire plus rapide que toute
progression g�eom�etrique� Pour prouver la convergence en colonnes� on exprime Ti�j en
fonction de T��j � T��j�������T��j�i� Les coe�cients sont presque des coe�cients binomiaux
 ��analogues! et on a une formule d�inversion qui permet de retrouver les suites en lignes
�a partir des suites en colonnes� Voici les formules�

Ti�j � T��j � ci��T��j�� � � � �� ci�iT��j�i

ci�k � ���i�k �
k�k�����

dk � di�k
di � ��� ���� � � � � � ��i � ��

n

k

�
	

�
dn

dk � dn�k

���ndnTn�� �
nX

k��

�
n

k

�
	

�
���k� k�k���

� T��k
�

�n�n�����T��n �
nX

k��

�
�n�k��n�k���

�

�
n

k

�
	

�
dkTk��

�

��



�Notons que toutes ces formules ne d�ependent pas de l�indice de colonne j� La convergence
en colonne r�esulte alors d�un raisonnement de type C�esaro et du fait que ci�k � � quand
i�� �cf� ��
� ��
� ���
�

�� Acc�el�eration d�Aitken

Toute suite uj poss�edant une convergence lin�eaire vers une limite l �c�est �a dire s�il
existe une constante c telle que 
j � c
j�� o�u 
j � uj�l peut �etre acc�el�er�ee par le proc�ed�e
d�Aitken� La r�esolution de � �equations successives 
j � c
j�� aux � inconnues l� 
j et c
donne la formule d�extrapolation d�Aitken�

l � uj�� � �uj�� � uj��
�

uj�� � 	uj�� � uj

qui permet de construire une nouvelle suite plus rapidement convergente� On peut alors
appliquer �a nouveau le proc�ed�e�

En utilisant une r�egle de Gauss et en prenant pour uj la r�egle compos�ee �a 	j intervalles�
on obtient un moyen tr�es e�cace pour calculer une int�egrale� Par exemple on obtient 		

d�ecimales correctes pour
R �
�

p
xdx avec une r�egle de Gauss �a 	 points sur �� sous�intervalles

alors que ��"� trap�ezes ne donnent que �� d�ecimales �pour un m�eme nombre d��evaluations
de la fonction�

�� Int�egrales singuli�eres

Voici quelques id�ees�
� � Ignorer les singularit�es peut r�eussir� �appliquer plusieurs m�ethodes�
� � D�evelopper en s�erie et int�egrer terme �a terme�
� � Soustraire la singularit�e et d�ecouper l�int�egrale en une partie singuli�ere qui ob�eit

aux m�ethodes classiques et une singuli�ere o�u l�on peut appliquer les r�egles d�approxiamtion�
� � Changer d�argument est une arme e�cace�
� � Les m�ethodes de Gauss �evitent les singularit�es�
� � Un d�eveloppement asymptotique peut parfois �etre employ�e�

��� Int�egration en dimension sup�erieure �a �

De nombreux probl�emes nouveaux apparaissent�
� � l�augmentation de la quantit�es de calculs�
� � les nombreuses formes du domaine d�int�egration�
� � la non ind�ependance des formes lin�eaires analogues aux f �k��xj�
� � la non existence d�une th�eorie satisfaisante des polyn�omes orthogonaux�

��� Algorithme d�int�egration et syst�emes de calcul formel

��



Ils se sont d�evelopp�es r�ecemment� mais ne sont pas toujours e�caces� Par exemple les
syst�emes Axiom et MuPAD utilisent l�algorithme de Risch et r�eussissent�

Z
t� �

�t� 	
p
t� � �

� �� �

�
log

��t� �
p
t� � � � t� � �	t� � �t� ��

t� � �t� � �	t� �
�

MacSyma� Maple et Reduce �echouent� Mathematica retourne une r�eponse compliqu�ee lais�
sant croire que la primitive n�est pas �el�ementaire �cf ��
� ���
�
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�
� Appendice� R�egles usuelles

Rectangles �

Z b

a

f�x dx � hf�
a� b

	
 E �

h�

	�
f ���� h � b� a

Trap�ezes �

Z b

a

f�x dx �
h

	
�f� � f� E � �h�

�	
f ���� h � b� a

Simpson �

Z b

a

f�x dx �
h

�
�f� � �f� � f� E � �h


"�
f �	��� h �

b� a

	

Boole�Villarceau �

Z b

a

f�x dx �
	h

��
��f� � �	f� � �	f� � �	f� � �f	

E � ��h�

"��
f ����� h �

b� a

�

Newton	Cotes � points �

Z b

a

f�x dx �
h

���
���f� � 	��f� � 	�f� � 	�	f� � 	�f	 � 	��f
 � ��f�

E � � "h

����
f ����� h �

b� a

�

Euler	MacLaurin �

Z b

a

f�x dx �
h

	
�f�a � f�b �

pX
�

h�kB�k

�	k�

�
f ��k����a� f ��k����b

	

E �
h�p��B�p��

�	p� 	�
f ��p����� h � b� a

Autre r�egle de degr�e � �

Z b

a

f�x dx �
h

	
�f�a � f�b �

h�

��
�f ��a� f ��b �

h�

�	�
�f ���a � f ���b

E �
h�

������
f ����� h � b� a
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Acc�el�eration de Romberg � Richardson ��� �� � pour
R �
�

�dx

� � x�
� �

Nombre de d�ecimales correctes� �la ��ere ligne est la r�egle des trap�ezes T �	j �

� � 	 � � � � � � � � � �
	 � � " �� �	 �� �� �� �" 	� 	�
� � � �� �	 �� �� �� �" 	� 	�
� � �� �� �" 		 	� 	� �� ��
� �� �� �� 	� 	� 	� �� ��
�� �� �" 	� 	� �� �� ��
�� �� 		 	� �	 �� ��
�� 	� 	� �� �� ��
	� 	� �� �� ��
	� �	 �� ��
�� �� ��
�� ��
��

Acc�el�eration de Richardson ��� �� � pour
R �
�

�dx
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Acc�el�eration d�Aitken pour
R �
�

�dx

� � x�
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Di��erence entre int�egrale et somme des Trap�ezes

�� Formule d�Euler MacLaurin

Z �

�

f�x dx �
�

	
�f�� � f�� �

pX
�

B�k

�	k�

�
f ��k������ f ��k�����

	
�Rp

Rp � � B�p��

�	p� 	�
f ��p����� � � � � �

x

ex � �
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x�

�X
�

B�k

�	k�
x�k

Tn � h
��
	
f� �

n��X
k��

fk �
�

	
fn
	

h �
b� a

n

Z b

a

f�x dx � Tn �

pX
k��

h�kB�k

�	k�

�
f ��k����a� f ��k����b

�
� Rn�p

jRn�pj � �b� a�p��

n�p��
jB�p��j
�	p� 	�

M�p���

o�u M�p�� est un majorant de f ��p��� sur l�intervalle d�int�egration�

�� Formule de Gregory

$f�x � f�x� h� f�x

$jf�x

j�
�
X
i�j

si�j
hi

i�
f �i��x

hj

j�
f �j��x �

X
i�j

Si�j
$if�x

i�

Z b

a

f�x dx � Tn ��h
pX

k��

ck��
�
$kf� � ��$kfn�k

�
�Rn�p

x

log�� � x
�

�X
�

ckx
k � � �

�

	
x� �

�	
x� �

�

	�
x� � �"

�	�
x	 � � � �


� Coe�cients de Newton	Cotes�

wn�j �
�

n

�

j � ���j

nX
k�j

���kck��Cj
k �����n�j

nX
k�n�j

���kck��Cn�j
k

	

o�u 
j � � si � � j � n et 
� � 
n � ��	�
Par exemple w��� � w��� �

�
� � w��� �
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