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� Introduction

Cet expos�e est un rapide survol des principales th�eories rigoureuses de l�int�egra�
tion� de Cauchy a aujourd�hui� ma ligne directrice �etant d�essayer de rendre appa�
rente la continuit�e �et parfois la discontinuit�e� des id�ees� et de d�egager quelques
points de vue uni	cateurs �Daniell� Berberian� Foran � � � ��

� L�int�egrale de Cauchy

��� L�int�egrale des fonctions continues

C�est Cauchy qui fournit la premiere d�e	nition �constructive �� rigoureuse de l�in�
t�egrale �R�esum�e des le�cons donn�ees �a l� �Ecole Royale Polytechnique sur le calcul
in�nit�esimal� ������

Soit �a� b� �b � a� un intervalle compact de R� Cauchy commence par consid�erer
le cas des fonctions f continues sur �a� b�� A toute subdivision de �a� b� � � �
fa�� � � � � ang� a � a� � a� � a� � � � � � an�� � an � b � il associe le nombre
j�j � sup��i�n�� jai � ai��j �le �pas� de la subdivision� et la somme

S�f� �� �
nX
i��

f�ai����ai � ai����

f �etant uniform�ement continue sur �a� b� �� Cauchy prouve facilement que pour
toute suite de subdivisions ��n�n dont le pas tend vers �� la suite �S�f� �n��n est
de Cauchy� donc converge� et que la limite ne d�epend pas de la suite ��n�n choisie �

cette limite� dit Cauchy� est par d�e�nition l�int�egrale
R b
a
f�t� dt�

Cauchy d�emontre ensuite que� si f est continue sur �a� b�� F �x� �
R x
a
f�t�dt est une

fonction d�erivable de x� et que F ��x� � f�x� � c�est le premier �enonc�e rigoureux
du Th�eoreme Fondamental �TF� de Newton�

�� Avant Cauchy� on utilisait la d�e�nition descriptive de Newton �l�int�egrale� c�est la primi�

tive�� et la d�e�nition constructive �approximation par des sommes �nies� dont l	id�ee fondamen

tale remonte au moins �a D�emocrite�� Ces d�e�nitions �etaient encore assez vagues �surtout la
constructive�� et la question de l	existence n	�etait pas clairement pos�ee�

�� Cauchy le supposait implicitement� sans se rendre compte qu	il y a l�a une dicult�e � c	est
Heine ������ qui explicitera la notion de continuit�e uniforme et prouvera ������ qu	une fonction
continue sur un compact y est uniform�ement continue�
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��� L�int�egrale des fonctions discontinues

Cauchy savait donc int�egrer les fonctions continues sur un segment �a� b�� Main�
tenant� se demande�t�il� comment int�egrer une fonction discontinue�

Cauchy ne considere que des fonctions qui ont un nombre �ni de discontinuit�es
car� dit�il� c�est su�sant en g�en�eral pour les applications � � � �Comme on va
le voir� c�est Dirichlet qui va essayer de poursuivre le processus inaugur�e par
Cauchy� pour atteindre des fonctions discontinues un peu plus compliqu�ees� et
Lebesgue poussera la m�ethode jusqu�a ses limites � N�B� ce n�est pas l�int�egrale
de Lebesgue��

Soit donc f une fonction discontinue en un nombre �ni de points c�� � � � � cN de
�a� b�� continue partout ailleurs� �Notez bien que Cauchy ne suppose pas que f a
une limite a droite ou a gauche en ces points� ni m�eme qu�elle reste born�ee�� f
est int�egrable sur �a� b� au sens de Cauchy ��C�int�egrable�� si� et seulement si�
�i � f�� � � � � Ng�

lim
h���

Z ci�h

ci��

f�t�dt� lim
k���

Z ci��

ci�k

f�t�dt

existe �en notant c� � a et cN�� � b�� On note alors ce nombre
R b
a
f�t� dt�

Avec cela� on peut int�egrer les fonctions en escalier� et on a les int�egrales im�
propres �sur �a� b��� L�hypothese que a et b sont 	nis ne joue aucun r�ole ci�dessus�

et on a donc obtenu du m�eme coup les int�egrales impropres de la forme
R b
�� f�t�dt�R ��

a
f�t�dt�

R ��
�� f�t�dt�

Il y a la� d�eja� de quoi couvrir la plupart des besoins de l��epoque� pour les calculs
d�aires� y compris entre une courbe et son asymptote� et pour les calculs de
longueurs� de 	gures d��equilibre� etc�

De plus� les surprises commencent �

�� Il existe des fonctions discontinues f � �a� b� � R� int�egrables au sens de
Cauchy� et qui ne sont pas des d�eriv�ees �ex� la fonction caract�eristique de
f�g � elle n�a pas la propri�et�e de la valeur interm�ediaire��

�� Le fait que des fonctions discontinues puissent �etre int�egrables� alors que
F � � f n�a lieu a priori qu�aux points de continuit�e de f � indique qu�il y
a une di��erence essentielle entre �int�egrale� et �primitive� � l��enonc�e na !f
�newtonien� du �Th�eoreme Fondamental� est inexact� les choses sont plus
compliqu�ees que pr�evu�
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On pourrait penser que ce n�est pas bien grave� car les points exceptionnels sont en
nombre 	ni� Mais les choses ne font que commencer� Par exemple� la d�e	nition
de Cauchy ne su�t pas pour l��etude des s�eries de Fourier� Car� selon Fourier
������� on devrait pouvoir repr�esenter des fonctions m�eme tr�es discontinues par
des s�eries trigonom�etriques� et calculer les coe�cients de ces s�eries par ses formules
int�egrales � ce qui suppose qu�on puisse int�egrer ces fonctions � � �
Dirichlet ����
� avait d�emontr�e cette assertion de Fourier dans le cas de fonctions
continues et monotones par morceaux et il avait essay�e de passer� de la� aux
fonctions ayant une in	nit�e d�extr�ema et"ou de discontinuit�es� Cela l�avait amen�e
a la 	n de son article� a s�interroger sur la d�e	nition de l�int�egrale �exprimant les
coe�cients de Fourier� pour de telles fonctions�

C�est tres probablement pour cette raison que Dirichlet � dans ses cours essaye de
pousser le processus de Cauchy un cran plus loin � supposons� dit�il� que f ait des
points de discontinuit�e dans �a� b�� dont l�ensemble E n�a qu�un nombre �ni de
points d�accumulation c�� � � � � cN # dans chaque intervalle �ci���h� ci�k� �h� k � ��
h�k � ci�ci���� f n�a qu�un nombre 	ni de points de discontinuit�e� on peut donc

d�e	nir pour h� k assez petits l�int�egrale
R ci�k
ci���h

f�t�dt a la fa$con de Cauchy �en

supposant qu�elle existe�� puis
R ci
ci��

f�t�dt comme la limite limh�k��

R ci�k
ci���h

f�t�dt

si cette limite existe� et en	n
R b
a
f�t�dt comme la somme des

R ci
ci��

f�t�dt �si toutes

les limites n�ecessaires existent��

Dirichlet ne le dit pas �du moins� pour autant que je le sache�� mais on voit tout de
suite qu�on peut r�eit�erer �c�est ce que fait Lebesgue ����� � si E est l�adh�erence de
l�ensemble des points de discontinuit�e de f �le fait de le fermer est commode et ne
change pas grand chose dans l�argument de Dirichlet�� si E � d�esigne l�ensemble des
points d�accumulation de E �E � est un ferm�e de E� que depuis Cantor on appelle
le d�eriv�e de E�� et si on suppose que l�ensemble E �� des points d�accumulation
de E � est 	ni� E �� � fc�� � � � � cNg� alors sur chaque compact de �ci��� ci� on est
ramen�e au cas de Dirichlet� comme Dirichlet se ramenait au cas de Cauchy�
Si E �� n�est pas 	ni mais que E��	 l�est� on se ramene encore au cas pr�ec�edent�
etc� On peut donc d�e	nir

R b
a
f�t�dt si l�un des ensembles d�eriv�es E�n	 est 	ni� a

condition que toutes les limites requises existent�
Si tous les E�n	 sont in	nis� mais que leur intersection� not�ee E��	� est 	nie� E��	 �
fc�� � � � � cNg� dans tout compact de chaque �ci��� ci� l�un des E�n	 est 	ni 
 �et tous
les suivants vides� donc�� et on peut appliquer ce qui pr�ecede� et donc d�e	nir

�� Dans un travail non publi�e� que nous ne connaissons que par des notes de cours prises par
Lipschitz� Je suis ici l	expos�e qu	en donne Lebesgue �����

�� Par Bolzano
Weierstrass�
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encore l�int�egrale
R ci
ci��

f�t�dt comme la limite limh��� limk���
R ci�k
ci���h

f�t�dt �si

elle existe�� puis de la�
R b
a
f�t�dt comme la somme des

R ci
ci��

f�t�dt si elles existent
toutes�
Si E��	 est in	ni mais que son d�eriv�e E����	 est 	ni� on se ramene au cas pr�ec�edent
sur tout compact ne contenant pas de point de E����	� puis on passe a la limite�
etc�
On sait donc d�e	nir

R b
a
f�t�dt si l�adh�erence E de l�ensemble des points de dis�

continuit�e de f dans �a� b� v�eri	e la propri�et�e suivante � l�un des d�eriv�es E�n	 est
	ni� ou bien leur intersection E��	 l�est� ou bien l�un des d�eriv�es E���n	 de E��	

l�est� ou bien leur intersection� not�ee E���	 l�est� ou bien l�un des d�eriv�es E����n	

de E���	 l�est� ou bien � � � �� � et si toutes les limites n�ecessaires existent�
On voit facilement ���� que cette �int�egrale trans	nie� de Cauchy �et Dirichlet�
et Lebesgue�� ou �TC�int�egrale�� peut �etre d�e	nie de maniere descriptive �Le�
besgue� �

Proposition �
 f est int�egrable sur �a� b� au sens de l�int�egrale trans�nie de
Cauchy ��TC	int�egrable
� ssi existe dans �a� b� une fonction continue F � unique�
a une constante additive pres� telle que 

Z �

�

f�t�dt � F ���� F ��� ���

dans tout intervalle o�u f est continue �i�e� telle que F � � f dans tout intervalle
o�u f est continue�� et alors

Z b

a

f�t�dt � F �a�� F �b��

La classe des fonctions TC�int�egrables englobe� cette fois� beaucoup de fonctions
discontinues �mais pas toutes les fonctions r�egl�ees # m�eme pas toutes les fonctions

�� Je n	insiste pas trop sur ce que signi�ent ces points de suspension� Pour une pr�esentation
�el�ementaire des ordinaux trans�nis d�enombrables �car c	est de cela qu	il s	agit�� cf� par exemple
la Note qui termine ����� ou ���� ou ���� ou ��� � � �

�� On dit alors que E est r�eductible� Un ferm�e E est r�eductible ssi il est d�enombrable �cf�
������

�� Si E n	est pas r�eductible� ou bien il contient un intervalle� et il est clair que F � si elle existe�
n	y est pas d�etermin�ee qu	�a une constante pr�es� ou bien l	un de ses d�eriv�es est un ensemble de
Cantor� et F � si elle existe� n	est d�e�nie �a une constante pr�es que sur chaque composante connexe
du compl�ementaire de ce d�eriv�e �Lebesgue ������
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monotones�� Comme le fait remarquer Lebesgue ����� partant d�un ferm�e d�enom�
brable E quelconque� et d�une �enum�eration arbitraire x�� x�� � � � de ses �el�ements�
on peut former sur R n E la fonction �born�ee� �

f�x� �
X
n��

��nsin
�

x� xn

�la s�erie est uniform�ement convergente sur toute composante connexe du com�
pl�ementaire de E� # E est exactement l�ensemble des points de discontinuit�e de
f # notez que f n�est pas r�egl�ee # mais elle est int�egrable au sens de l�int�egrale
trans	nie de Cauchy et on peut l�int�egrer terme a terme %

On peut estimer que toute bonne th�eorie de l�int�egration doit �etre capable de don�

ner un sens �et le bon %� a des int�egrales comme
R ��
��

sin x
x

dx ou
R ��
�� sin �x��dx�

Mais un seul passage a la limite peut ne pas su�re � consid�erez une somme �ou

m�eme une s�erie� d�int�egrales impropres du type
R b
a
�x � a����b � x����a � b �

�x�cos �
�x�a	��b�x	� � Pourquoi s�arr�eter aux int�egrales impropres qui s�obtiennent

par un seul passage a la limite� Ou deux� ou trois� ou n� Ou a la r�eunion pour
n d�ecrivant N des classes de fonctions int�egrables ainsi construites� Pourquoi ex�
clure alors les int�egrales impropres construites par un nouveau passage a la limite
a partir de cette classe� etc�� On est ainsi amen�e naturellement a une it�eration
trans	nie� Et cela signi	e que� si on y regarde bien �et si on exagere un petit peu�
peut��etre�� toute bonne th�eorie de l�int�egration doit contenir l�int�egrale trans	nie
de Cauchy� Nous verrons que ce n�est pas le cas de l�int�egrale de Riemann� ni de
celle de Lebesgue � mais ce sera le cas de l�int�egrale de Denjoy �et� de fa$con plus
cach�ee� de l�int�egrale de Riemann complete��

��� Propri�et�es

Il existe un proc�ed�e �r�egulier� permettant de savoir si une fonction donn�ee arbi�
trairement est int�egrable � il su�t de voir si elle est continue� et sinon� si ses points
de discontinuit�e forment une partie r�eductible �i�e� d�adh�erence d�enombrable� et
si toutes les limites n�ecessaires �int�egrales impropres� existent � mais ce processus
�r�egulier� peut n�ecessiter une succession trans	nie de v�eri	cations� c�est�a�dire
ce qu�on appelle un �esprit in	ni� � nous y reviendrons�

Les deux int�egrales ont les propri�et�es basiques � normalisation �
R �

�
dx � ��� posi�

tivit�e� lin�earit�e� relation de Chasles� continuit�e de l�int�egrale ind�e	nie� restriction
�pour les intervalles�� i�e� f int�egrable sur I et J � I �I� J intervalles� �	 f int�e�
grable sur J # le lien avec les primitives est d�emontr�e pour les d�eriv�ees continues�
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On en d�eduit les formules d�int�egration par parties �pour des fonctions C�� et de
changement de variable�
Le lien avec les sommes de Cauchy permet de faire du calcul num�erique�

On a un th�eoreme d�interversion d�u a Cauchy �

Th�eor�eme �
 �Cauchy� ��� et ���� Si une suite �fn� de fonctions continues
sur �a� b� converge uniform�ement vers une fonction f sur �a� b�� alors f est continue
sur �a� b�� et la C	int�egrale de f est la limite des C	int�egrales des fn�

On a un th�eoreme de �convergence monotone� �

Th�eor�eme � �Dini� vers ���� Si une suite �fn� de fonctions continues sur
�a� b� converge en croissant vers une fonction f continue sur �a� b�� alors la conver	
gence est uniforme sur �a� b�� et la C	int�egrale de f est la limite des C	int�egrales
des fn�

On a aussi un th�eoreme de �convergence domin�ee� �

Th�eor�eme �� �Osgood� ���� Si une suite �fn� de fonctions continues sur �a� b�
converge vers une fonction f continue sur �a� b�� et s�il existe une constante M
t�q� �n � N� �x � �a� b�� fn�x� � M � alors la C	int�egrale de f est la limite des
C	int�egrales des fn�

Le th�eoreme de Fourier �d�ecomposition des fonctions p�eriodiques en s�eries trigono�
m�etriques� est vrai pour les fonctions continues et monotones par morceaux �th�eo	
r�eme de Dirichlet� ���
�� et les coe�cients de Fourier sont donn�es par l�int�egrale
de Cauchy des fonctions discontinues�

Le passage aux int�egrales multiples se fait sans probleme pour les fonctions conti�
nues� C�est dans ce cadre� historiquement� que le th�eoreme d�int�egrations succes�
sives fut d�emontr�e par Cauchy� et que le th�eoreme de changement de variables
C� fut d�emontr�e par Catalan ������ et par Jacobi �������
Le passage aux fonctions a valeurs vectorielles ne pose pas de r�eel probleme�
Mais les fonctions continues �ou m�eme TC�int�egrables� sont trop particulieres
pour qu�on puisse construire sur le m�eme moule une int�egration abstraite�

�� �Enonc�e d	abord de fa�con incorrecte ������� puis de fa�con correcte en ����� La notion de
convergence uniforme appara��t chez Gudermann en ����� chez son �el�eve Weierstrass aussit�ot
apr�es� chez von Seidel� Stokes et Bj�orling vers ����� en�n chez Cauchy en ����� qui en donne
la premi�ere d�e�nition claire et est le premier �a prouver le th�eor�eme d	interversion�
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� L�int�egrale des fonctions r�egl�ees ��r	int�egrale
�

��� D�e�nition

Elle est attribu�ee aussi a Cauchy ���
Le th�eoreme de convergence de Cauchy� valable pour l�int�egrale C� ne s��etend pas
a l�int�egrale TC � par exemple� �fn� continues par morceaux et fn � f uniform�e�
ment n�impliquent pas que f soit TC�int�egrable� L�int�egrale des fonctions r�egl�ees
est la compl�etion correspondante pour les fonctions continues par morceaux�

��� Comparaison avec l�int�egrale TC

L�ensemble des points de discontinuit�e d�une fonction r�egl�ee est d�enombrable�
mais son adh�erence n�a aucune raison de l��etre �cf� l�exemple de Riemann ci�
apres�� Donc il y a des fonctions qui sont r�int�egrables mais pas TC�int�egrables�
Inversement� il y a des fonctions TC� int�egrables qui ne sont pas r�egl�ees� �Exemple �
la fonction d�e	nie sur ��� �� par f�x� � cos �

x
� et f��� � �� disons��

��� Propri�et�es

Les propri�et�es sont essentiellement les m�emes que pour l�int�egrale C� On gagne
beaucoup de fonctions int�egrables� Il y a un proc�ed�e r�egulier pour savoir si une
fonction donn�ee est int�egrable ou non � il su�t de regarder si elle a en tout point
une limite a gauche et une limite a droite� ou si elle est limite uniforme de fonctions
en escalier�

� L�int�egrale de Newton

��� La d�e�nition

Des que Cauchy �vers ����� eut donn�e une d�e	nition rigoureuse des notions
de limite et de d�eriv�ee �d�e	nitions qui n��etaient d�ailleurs pas si di��erentes de
celles qu�avaient propos�ees d�Alembert et� avant lui� Newton�� on pouvait d�e	nir
l�int�egrale exactement comme Newton l�avait fait� i�e� comme l�op�eration inverse
de la d�erivation �

D�e�nition ��
 Une fonction f est int�egrable au sens de Newton �N	int�egrable�
sur un intervalle �a� b� si� et seulement si elle est sur cet intervalle la d�eriv�ee d�une

fonction F � et alors son int�egrale �au sens de Newton� est
R b
a
f�t�dt � F �b��F �a��

��� Je ne l	ai pas vue dans ses oeuvres compl�etes� mais je n	ai pas cherch�e tr�es attentivement�
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Ce n�est pas ce qu�a fait Cauchy� mais c�est ce que font par exemple Duhamel
�dans ses cours a l��Ecole Polytechnique� vers ������ et Serret �dans ses cours a la
Sorbonne� ������

��� Propri�et�es

L�int�egrale de Newton permet d�int�egrer toutes les fonctions continues� car� comme
l�a montr�e Cauchy� toute fonction continue est une d�eriv�ee �mais pour le prouver�
Cauchy a d�u utiliser une d�e	nition constructive de l�int�egrale��
De plus� elle a certaines propri�et�es int�eressantes �

�� L�int�egrale de Newton a toutes les propri�et�es basiques d�eja �enum�er�ees pour
les int�egrales C et TC�

�� Le TF est une d�e	nition�

�� On peut int�egrer par parties en toute g�en�eralit�e � si fg� est une d�eriv�ee�
alors f �g � �fg�� � fg� en est aussi une� et

R b
a
f �g � fgjba �

R b
a
fg��

�� La formule de changement de variable
R b
a
f �g�t�� g��t�dt �

R g�b	
g�a	

f�s�ds est

vraie des que g est d�erivable et que f est une d�eriv�ee sur g ��a� b���

�� Un th�eoreme de convergence monotone � si une suite �fn� de fonctions N �
int�egrables converge en croissant vers une fonction f N	int�egrable �il faut
le supposer %�� la N �int�egrale de f est la limite des N �int�egrales des fn�

�� Le th�eoreme de convergence de Cauchy �convergence uniforme� est valable
pour l�int�egrale de Newton �et la limite est N �int�egrable� il n�y a pas a le
supposer��

�� La longueur d�une courbe X dans Rn est donn�ee par l�int�egrale de Newton

de
qPn

i�� �X
�
i�
� a chaque fois que cette int�egrale existe�

�� Si une fonction d�eriv�ee born�ee admet un d�eveloppement trigonom�etrique�
les coe�cients sont donn�es par les formules de Fourier ou les int�egrales sont
des int�egrales de Newton�


� Contrairement au cas des int�egrales C et TC �et des int�egrales de Riemann
et de Lebesgue que nous verrons plus loin�� f N �int�egrable n�implique pas
jf j N �int�egrable �on dit que l�int�egrale de Newton n�est pas �absolue� # ce
sera le cas aussi de l�int�egrale de Denjoy�� C�est le premier exemple d�une
telle int�egrale�
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Dans certains des �enonc�es ci�dessus 	gure la clause �si l�int�egrale de Newton de
f existe
� Or� c�est la un probleme d�elicat � la d�e	nition de Newton n�est pas
�constructive�� en ce sens qu�elle ne r�epond pas a la question suivante �
Partant d�une fonction f � on peut dire si elle est d�erivable� et calculer sa d�eriv�ee
en tout point par un simple passage a la limite � f ��x� � limy�x

f�y	�f�x	
y�x � Mais� si

on se donne les valeurs f ��x�� peut	on remonter de m�eme �a f � uniquement par des
passages �a la limite� Et� d�ailleurs� si on se donne une fonction g arbitrairement�
peut	on d�eterminer� simplement par des passages �a la limite� si c�est une d�eriv�ee�
Autrement dit� existe�t�il un proc�ed�e un tant soit peu r�egulier permettant de
savoir si une fonction donn�ee arbitrairement est ou non int�egrable au sens de
Newton�

L�int�egrale de Newton laisse �egalement de c�ot�e une autre question � existe�t�il un
moyen d�int�egrer des fonctions qui ne sont pas des d�eriv�ees� et si oui� quelle est la
signi	cation de leur int�egrale� et est�ce qu�elle pr�esente un int�er�et quelconque �� �
L�int�egrale de Newton ne permet pas d�int�egrer la fonction caract�eristique de
f�g� qui n�est pas une d�eriv�ee �car elle n�a pas la propri�et�e de la valeur interm�e�
diaire�� ce qui est un peu g�enant % Les fonctions discontinues en un nombre 	ni
de points ne sont en g�en�eral N �int�egrables que sur les compacts ne rencontrant
pas ces points� On peut �eventuellement utiliser le proc�ed�e de Cauchy �int�egrale
impropre� pour prolonger l�int�egrale jusqu�en ces points de discontinuit�e� et puis
la relation de Chasles �prise comme d�e	nition� pour int�egrer de telles fonctions
sur tout intervalle� Mais que faire pour une fonction dont les points de discon�
tinuit�e ont des points d�accumulation� Il faut proc�eder comme Dirichlet� puis
r�eit�erer trans	niment� comme Lebesgue % On retrouve la m�eme di�cult�e que chez
Cauchy � la construction� si on la mene a son terme� est trop �th�eorique� �elle
n�ecessite un �esprit in	ni��� et pourtant il serait arti	ciel de s�arr�eter a tel ou tel
ordinal � la nature doit aller jusqu�au bout �� %

Remarque �int�egrales multiples� � On peut d�e	nir les int�egrales multiples
selon les id�ees newtoniennes� comme anti�d�eriv�ees multiples� l�int�egrale ind�e	nieR R

f�x� y�dxdy �etant consid�er�ee comme l�une des fonctions F �x� y� telles que

��� Les d�e�nitions constructives de l	int�egrale propos�ees par Cauchy �pour les fonctions dis

continues�� puis Riemann� permettent en e�et d	int�egrer des fonctions qui ne sont pas des
d�eriv�ees� Mais la premi�ere r�eponse vraiment satisfaisante sera apport�ee par Lebesgue � on peut
int�egrer des fonctions qui ne sont pas partout des d�eriv�ees� mais elles sont presque partout des
d�eriv�ees �
��� Cette dicult�e � la fuite trans�nie � va entacher toutes les th�eories de l	int�egration jusqu	�a

la d�ecouverte de l	int�egrale de Riemann compl�ete �������� cf� plus loin�
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��F	�x�y � f � C�est ce qu�on faisait au XVIIIi�eme siecle� mais ce n�est pas tres
commode sur le plan th�eorique � � �

 L�int�egrale de Riemann ��R	int�egrale
�

	�� Riemann

Dirichlet et Riemann admettent� avec Cauchy� que l�int�egrale de Cauchy permet
d�int�egrer toutes les fonctions qui interviennent usuellement dans les problemes
de physique �c��etait vrai �a leur �epoque� plus maintenant ���
Mais� ajoutent�ils� il pourrait �etre instructif� pour mieux comprendre les principes
m�emes du calcul di��erentiel et int�egral� de regarder ce qu�il en est des formules de
Fourier �par exemple� pour des fonctions plus irr�egulieres� D�ailleurs� ajoute Rie�
mann ������� les s�eries trigonom�etriques ne s�appliquent pas qu�a la physique � on
commence� a cette �epoque� a entrevoir des applications dans d�autres domaines�
comme la th�eorie des nombres� ou les fonctions a d�evelopper �et donc a int�egrer�
pour obtenir les coe�cients de Fourier� risquent fort d��etre tres irr�egulieres�
Par exemple� dit Riemann� on peut rencontrer des fonctions p�eriodiques dont les
discontinuit�es sont partout denses� fonctions que l�int�egrale de Cauchy �m�eme sa
version �trans	nie�� ne peut donc pas int�egrer�
L�exemple de Riemann est

f�x� �
X
n��

�nx�

n�
�

ou �x� d�esigne la di��erence entre x et l�entier le plus proche si x 	� N � �
�
� �

sinon� C�est une fonction p�eriodique� de p�eriode � � est�elle la somme de sa s�erie
de Fourier�
f a des discontinuit�es de premiere espece aux points �k��

�m
�m premier a �k � ���

et on a �

f

�
�k � �

�m

 �

�
� f

�
�k � �

�m

�
� 
�

��m�
�

La th�eorie de l�int�egration de Cauchy �m�eme TC� n�est m�eme pas capable de don�
ner un sens aux coe�cients de Fourier �mais la r�int�egrale � que Riemann semble
n�avoir pas connue � le peut�� Il est donc justi	�e� conclut Riemann� d��etendre la
notion d�int�egrale�

Riemann commence par g�en�eraliser un peu les sommes de Cauchy� en piochant
un �el�ement xi dans chaque intervalle Ii � �ai��� ai� � S�f� P � �

Pn
i�� f�xi�jIij
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et donne la d�e	nition que l�on sait pour l�int�egrale de Riemann� Il �enonce ex�
plicitement ce que l�on appelle aujourd�hui le critere de Darboux� sous la forme
suivante � pour f � �a� b� � R� notons ��f� I� � supI f � infI f l�oscillation de f
sur un sous�intervalle I de �a� b� # f est R�int�egrable ssi �� � �� �� � � t�q� pour
toute subdivision de pas � ��

Pn
i�� ��f� Ii�jIij � ��

Riemann en d�eduit cette caract�erisation des fonctions int�egrables �

Th�eor�eme 	�
 �Riemann� Une fonction f � �a� b� � R born�ee est Riemann	
int�egrable sur �a� b� ssi �� � �� �� � � �� � � t�q� pour toute subdivision de pas
� �� la somme �� des longueurs des intervalles Ii tels que ��f� Ii� � � est � ��

Avec la d�e	nition �due essentiellement a Borel� �

D�e�nition 	�
 On dit qu�une partie de R est de mesure nulle �ou n�egligeable� si
on peut l�inclure dans une union au plus d�enombrable d�intervalles dont la somme
des longueurs est aussi petite qu�on le veut�

on voit facilement qu�une union d�enombrable de parties de mesure nulle est aussi
de mesure nulle et� de la� que �

Th�eor�eme 	� f est Riemann	int�egrable sur �a� b� ssi l�ensemble de ses points
de discontinuit�e est de mesure nulle�

Cette derniere caract�erisation rend particulierement �evidentes tout un tas de
propri�et�es de l�int�egrale de Riemann �dont le fait que les fonctions r�egl�ees de
�a� b� dans R sont R�int�egrables � � � �

	�� Les int�egrales de Darboux

Si une fonction f � �a� b� � R� m�eme non Riemann�int�egrable� est born�ee�
on peut minorer ses sommes de Riemann par ses �sommes de Darboux� inf�e�
rieures

Pn
i�� infIi f jIij� et les majorer par ses �sommes de Darboux� sup�erieuresPn

i�� supIi f jIij� Lorsque le pas de la subdivision tend vers �� les �sommes de
Darboux� inf�erieures croissent vers une limite qui s�appelle �l�int�egrale de Dar�
boux inf�erieure�� et les �sommes de Darboux� sup�erieures d�ecroissent vers une
limite qui s�appelle �l�int�egrale de Darboux sup�erieure�� Comme on l�a dit� il y
a un critere de Darboux ������ � f est Riemann int�egrable ssi ses int�egrales de
Darboux co !ncident� et leur valeur commune est alors l�int�egrale de Riemann de
f �
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	�� Propri�et�es

L�int�egrale de Riemann a toutes les propri�et�es basiques �normalisation� positivit�e�
lin�earit�e� relation de Chasles� continuit�e� restriction�� Les sommes de Riemann
permettent le calcul approch�e des int�egrales � il su�t de prendre des subdivi�
sions su�samment 	nes pour avoir des approximations su�samment pr�ecises de
l�int�egrale�

	���
 Th�eor�emes de convergence

L�int�egrale de Riemann possede d�importantes propri�et�es d�interversion limite �
int�egrale� La premiere est analogue au th�eoreme de Cauchy �

Th�eor�eme 	�� �Weierstrass� ��� Soient f� f�� ���� fn��� � �a� b� � R � si pour
tout n� fn est R	int�egrable et si f est limite uniforme de la suite �fn�� alors f est
R	int�egrable et Z b

a

f�x� dx � lim
n��

Z b

a

fn�x� dx

Corollaire 	�
 On retrouve ainsi que l�int�egrale de Riemann permet d�int�egrer
toutes les fonctions r�egl�ees de �a� b� dans R�

Arzela ��� ������ donne un autre th�eoreme d�interversion limite � int�egrale pour
l�int�egrale de Riemann� analogue a celui d�Osgood ��� et qui est l�anc�etre du th�eo�
reme de convergence domin�ee de Lebesgue �

Th�eor�eme 	�� �Arzel�a� Soit f�� ���� fn � � � � �a� b� � R une suite de fonctions
convergeant simplement sur �a� b� vers une fonction f � si toutes les fn sont Riemann	
int�egrables� s�il existe g � �a� b� � R Riemann	int�egrable telle que �n� jfnj � g
sur �a� b� �il revient au m�eme de supposer qu�existe une constante M telle que
jfnj �M sur �a� b��� et en�n si f est Riemann�int�egrable� alors �Z b

a

f�x� dx � lim
n��

Z b

a

fn�x� dx

L�int�egrabilit�e de f doit �etre suppos�ee � rien ne la garantit a priori�
Il y a aussi un �th�eoreme de convergence monotone�� qui g�en�eralise le th�eoreme
de Dini �

Th�eor�eme 	�	 �cf� Lebesgue ���� Si une suite �fn� de fonctions R	int�egrables
converge en croissant vers une fonction f R	int�egrable� la R	int�egrale de f est la
limite des R	int�egrales des fn�

��� Avant Osgood� en fait� qui le red�emontrera ind�ependamment� en ����� dans le cas parti

culier o�u f et les fn sont continues�
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La convergence n�a pas de raison d��etre uniforme� contrairement au cas particulier
des fonctions continues �cf� le th�eoreme de Dini��
Ici aussi� comme dans le th�eoreme d�Arzela� l�int�egrabilit�e de f doit �etre suppos�ee�

	��� L�int�egrale de Riemann et le TF

Le TF de Cauchy est g�en�eralis�e par Darboux ������ a l�int�egrale de Riemann �

Th�eor�eme 	�� Soit f � �a� b�� R R	int�egrable� L� �int�egrale ind�e�nie
 F �x� �R x
a
f�t� dt est une fonction continue� En tout point o�u f est continue� F est d�eri	

vable et F ��x� � f�x�� En particulier� F est d�erivable presque partout �i�e� sauf
peut��etre sur un ensemble de mesure nulle��

Remarque 	�
 Si f est born�ee mais non int�egrable sur �a� b�� ses int�egrales in	
d�e�nies de Darboux� inf�erieure et sup�erieure� sont encore continues� et admettent
encore f pour d�eriv�ee en tous les points o�u f est continue�

Corollaire 	� Soit g continue sur �a� b� et d�erivable sur �a� b� �d�erivable �a gauche

en a et d�erivable �a droite en b�� Si g� est R	int�egrable sur �a� b�� alors
R b
a
g��t� dt �

g�b�� g�a��

Remarque 	� � Il existe des fonctions g� d�erivables� dont la d�eriv�ee g� n�est
pas R	int�egrable� par exemple � a � � � b� g�x� � x�sin �x���� prolong�ee
par � en � �la d�eriv�ee n�est born�ee dans aucun voisinage de ��� Volterra a
donn�e un exemple o�u la d�eriv�ee est born�ee mais non R	int�egrable�

�� Si g� n�est pas R	int�egrable mais est cependant born�ee� g�b�� g�a� est com	
pris entre les int�egrales de Darboux inf�erieure et sup�erieure de g��

Le corollaire ci�dessus apporte une r�eponse partielle au probleme de savoir si une
fonction donn�ee f est ou non une d�eriv�ee �

Corollaire 	�� Une fonction f � �a� b� � R R�int�egrable est une d�eriv�ee si et
seulement si elle est la d�eriv�ee de son int�egrale ind�e�nie�

Comme les d�eriv�ees ne sont g�en�eralement pas R�int�egrables� ce critere ne permet
pas de d�ecider� en toute g�en�eralit�e� si une fonction donn�ee est ou non une d�eriv�ee�

Remarque 	�� L�int�egrale de Riemann ne contient pas l�int�egrale TC� On peut
construire une int�egrale de Riemann trans�nie analogue �a l�int�egrale TC� H�older
����� en donne une d�e�nition descriptive�
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	�� Jordan 
 la d�e�nition g�eom�etrique de l�int�egrale

Avec la pr�esentation de l�int�egrale par Cauchy� Dirichlet et Riemann� on s��etait
�eloign�e du point de vue g�eom�etrique au pro	t d�un point de vue de plus en plus
�analytique�� Le retour au point de vue g�eom�etrique va �etre motiv�e par trois
raisons �

�� L�apparition� notamment chez Cantor �dans ses �etudes sur les s�eries trigono
m�etriques� d�ensembles de points beaucoup plus compliqu�es que tout ce
qu�on avait rencontr�e jusque�la� Comment les �mesurer�� i�e� comment d�e�
	nir et calculer leurs longueurs� aires� etc�� alors que les d�e	nitions usuelles
par une int�egrale risquaient de ne pas s�appliquer �� �

�� Si on parvenait a d�e	nir une notion g�en�erale de mesure des aires� on pou�
vait d�e	nir l�int�egrale d�une fonction f comme �etant l�aire comprise sous
la courbe ��d�e�nition g�eom�etrique de l�int�egrale
�� Allait�on retrouver ainsi
l�int�egrale de Riemann� ou bien obtenir une notion di��erente�

�� Il fallait aussi �etendre l�int�egrale en dimension� � � quelles fonctions pouvait�
on int�egrer� et sur quels types de domaines� La aussi� un point de vue plus
g�eom�etrique pouvait faciliter les choses�

	���
 D�e�nition g�eom�etrique de l�aire

Stolz� Harnack et du Bois�Reymond ������ d�e	nissent la mesure d�une union 	�
nie d�intervalles de R de la fa$con �evidente� puis la mesure d�une partie born�ee E
quelconque de R comme la borne inf�erieure des mesures de leurs recouvrements
par des unions 	nies d�intervalles� C�est ce que Jordan appellera la mesure ext�e	
rieure de E� �e�E�� Cantor adoptera la m�eme d�e	nition dans Rn � en rempla$cant
les intervalles par des boules # Peano ������ prendra des prismes� Jordan ���
��
des pav�es de c�ot�es paralleles aux axes�
Avec cette d�e	nition� toute partie de Rn est mesurable� mais il y a un d�efaut
majeur � la mesure de deux parties disjointes peut �etre strictement plus petite que
la somme de leurs mesures� Par exemple� pour A � Q  ��� �� et B � ��� �� n Q �
on a �e�A� � �e�B� � � mais �e�A �B� � ��
Peano et Jordan remarquent qu�il aurait �et�e tout aussi naturel de d�e	nir une
mesure int�erieure de E� �i�E�� borne sup�erieure des mesures des unions 	nies
d�intervalles �ou de pav�es aux c�ot�es paralleles aux axes� si n � �� contenues

��� L	ambition de mesurer des ensembles de points si g�en�eraux fut une source de progr�es�
accomplis notamment par Cantor� Peano� Jordan� mais ce fut bien vite aussi un obstacle� C	est
en se restreignant �a des ensembles  constructibles! que Borel pourra en�n aller plus loin�
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dans E� La encore� toute partie de Rn a une mesure int�erieure �nulle ssi E est
d�int�erieur vide�� avec le m�eme d�efaut � reprenant A � Q  ��� �� et B � ��� �� nQ �
on a cette fois �i�A� � �i�B� � � mais �i�A �B� � ��

L�id�ee de Peano et de Jordan est de dire qu�une partie E de Rn est �quarrable�
si �i�E� � �e�E�� et de d�e	nir alors sa mesure par ��E� � �i�E� � �e�E��
Alors� pour toutes parties quarrables disjointes A et B� A � B est quarrable et
��A �B� � ��A� � ��B��

N�B� Un ouvert born�e peut ne pas �etre quarrable� Exemple � soit �rn�n�� une
�enum�eration des rationnels de ��� ��� & ���� ���n���rn � �

�n��
� rn � �

�n��
� # & est

un ouvert de ��� ��� & � ��� ��� �e�&� � �� �i�&� �
P

n��
�

�n��
� �

�
�

	��� D�e�nition g�eom�etrique de l�int�egrale

Cette notion de mesurabilit�e �quarrabilit�e� est cependant assez bonne pour qu�on
puisse tenter une d�e	nition g�eom�etrique de l�int�egrale �

D�e�nition 	� Soit f une fonction d�un intervalle �a� b� � R dans R� et pour
tout x � �a� b� soit E�x� la r�egion du plan comprise sous la courbe� i�e� l�ensemble
des �s� t� � R� tels que a � s � x et que � � t � f�x� si � � f�x�� f�x� � t � �
si f�x� � �� Notons E��x� � E�x�  ft � �g� E��x� � E�x�  ft � �g� f
est int�egrable au sens de Jordan sur �a� b� si �x � �a� b�� E��x� et E��x� sont
quarrables� et alors on pose �

Z x

a

f�s�ds � �
�
E��x�

�� �
�
E��x�

�
� ���

Si f n�est pas int�egrable au sens de Jordan� on peut toujours poser �

J � �i �E
��x��� �e �E

��x��� J � �e �E
��x��� �i �E

��x���

Il est facile de v�eri	er que ce sont les int�egrales sup�erieure et inf�erieure de Dar�
boux� Gr�ace au critere de Darboux� il en r�esulte donc ceci �

Proposition 	�
 L�int�egrale de Jordan est exactement l�int�egrale de Riemann �
i�e� f est R	int�egrable sur �a� x� ssi E�x� est quarrable� et alors son int�egrale de
Riemann est donn�ee par ����
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	���� Application �a l�int�egrale multiple

Des la parution du m�emoire de Riemann �posthume� ������ on a essay�e de
construire les int�egrales multiples par un proc�ed�e analogue de sommes de Rie�
mann� Mais on remarqua tres vite que

R R
f�x� y�dxdy peut exister sans que les

int�egrales simples successives existent au sens de Riemann � la th�eorie de Rie�
mann n�est pas tres bien adapt�ee pour justi	er le calcul des int�egrales multiples
par int�egrations simples successives� �Ce n��etait pas trop g�enant cependant pour
les applications a la physique� car le th�eoreme d�int�egrations successives pouvait
�etre d�emontr�e pour des int�egrands continus sur des domaines compacts � Cauchy
l�avait d�eja fait � � � �

� L�int�egrale de Lebesgue

��� La construction de Lebesgue

Nous avons vu que la quarrabilit�e �etait une notion bien faible � m�eme un ouvert
born�e peut n��etre pas quarrable� Borel ���
�� change completement de point de
vue � il d�e	nit la mesure d�un ouvert de R comme la somme des longueurs �	nie
ou in	nie� de ses composantes connexes� et par passages au compl�ementaire et
unions d�enombrables� obtient la classe des bor�eliens �
 et la mesure de Borel� Cette
derniere est �completement additive� �ou ���additive��� i�e� la mesure d�une union
d�enombrable d�ensembles deux a deux disjoints est la somme de leurs mesures�
Lebesgue construit �tres simplement� et sans utiliser la construction de Borel�
comme on va le voir� une mesure qui compl�ete la mesure de Borel� et puis il �etend
cette construction a Rn �
Pour obtenir l�int�egrale de Lebesgue� il su�t de remplacer dans la d�e	nition
g�eom�etrique de l�int�egrale� la quarrabilit�e par la mesurabilit�e au sens de Lebesgue�
Lebesgue expose cette construction �g�eom�etrique� de son int�egrale� mais ce n�est
pas par celle�ci qu�il commence� et il est tres int�eressant de suivre pas a pas sa
d�emarche �qui r�epond� au passage� a beaucoup de questions fondamentales��

Voici comment il pr�esente son id�ee centrale ���� � �Pour d�e	nir l�int�egrale d�une
fonction continue croissante ��x� �a � x � b�� on divise l�intervalle �a� b� en
intervalles partiels et l�on fait la somme des quantit�es obtenues en multipliant la
longueur de chaque intervalle partiel par l�une des valeurs de y quand x est dans
cet intervalle� Si x est dans l�intervalle �ai� ai���� y varie entre certaines limites

��� La plus petite classe de parties de R contenant les ouverts et stable par union d�enombrable
et par passage au compl�ementaire�
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�i�mi��� et r�eciproquement si y est entre �i etmi��� x est entre ai et ai��� De sorte
qu�au lieu de se donner la division de la variation de x� c�est�a�dire de se donner
les nombres ai� on aurait pu se donner la division de la variation de y� c�est�a�dire
les nombres �i� De la deux manieres de g�en�eraliser la notion d�int�egrale� On sait
que la premiere �se donner les ai� conduit a la d�e	nition donn�ee par Riemann et
aux d�e	nitions des int�egrales par exces et par d�efaut donn�ees par M� Darboux�
Voyons la seconde��

Pour bien comprendre l�origine de cette id�ee� suivons l�expos�e qu�en donne son
auteur� Lebesgue ���� commence par �enum�erer les conditions qui lui paraissent
indispensables pour une bonne th�eorie de l�int�egration� Il suppose que l�int�egrale
a d�e	nir doit v�eri	er �
l�invariance par translation �T� �� # la relation de Chasles �C� # l�additivit�e �A� # la
positivit�e �P� # la normalisation �N� # et en	n� la propri�et�e de monotonie �M� � Si
fn tend en croissant vers f � et si toutes les fn sont int�egrables sur �a� b�� alors f

est int�egrable sur �a� b� et
R b
a
fn�t�dt ��

R b
a
f�t�dt quand n �� ��

Lebesgue remarque que la condition �M� n�a pas le m�eme caractere de simplicit�e
et de n�ecessit�e que les cinq premieres� mais nous allons voir quel r�ole elle joue
exactement et d�ou elle vient ���
Lebesgue �etablit d�abord un r�esultat tres simple et tres g�en�eral �

Proposition ��
 Une int�egrale qui v�eri�e les cinq premi�eres conditions ci	dessus�
�T� �a �N�� v�eri�e aussi celles	ci �pour les fonctions born�ees� �

� elle est lin�eaire �L�

�� elle v�eri�e �c� d � �a� b��
R d
c
dt � d� c

�� elle v�eri�e l�in�egalit�e de la moyenne �

��
R b
a
f est comprise entre l�int�egrale de Darboux inf�erieure et l�int�egrale de

Darboux sup�erieure � donc� si f est R	int�egrable� son int�egrale ci	dessus
co��ncide avec son int�egrale de Riemann �autrement dit� l�int�egrale de Rie	
mann est la seule int�egrale raisonnable� quand elle existe� �

�� si f et jf j sont int�egrables� j R b
a
f j � R b

a
jf j �

��� i�e� �c � R et pour toute fonction int�egrable f sur un intervalle �a� b�� la fonction x ��

f�x � c� est int�egrable sur �a " c� b " c�� et
R b
a
f�t�dt #

R b�c
a�c

f�s � c�ds� �C	est un cas tr�es
particulier de la formule de changement de variable��
��� La propri�et�e �M� est vraie pour les int�egrales C et N � Lebesgue en inf�era que la bonne

notion de mesure devait �etre compl�etement additive� comme celle de Borel� et contrairement �a
celle de Jordan� Cf� plus loin�
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�� Si la somme d�une s�erie uniform�ement convergente de fonctions int�egrables
est int�egrable� on peut int�egrer terme �a terme �

�� l�int�egrale �du moins sur les fonctions born�ees� est enti�erement d�e�nie par
les int�egrales des fonctions caract�eristiques des ensembles de la forme fc �
f � dg �a � c � d � b� f int�egrable��

On est donc ramen�e a int�egrer les fonctions caract�eristiques des ensembles de la
forme E � fc � f � dg ou E � fc � f � dg �a � c � d � b� f int�egrable��

Posons
R b
a
�jE � ��E� et appelons cela la �mesure de E�� Il r�esulte de ce qui

pr�ecede que la �mesure� d�un intervalle � est sa longueur� de �T� que la �mesure�
est invariante par translation� de �P� que la mesure est positive� et de �A� que la
�mesure� d�une r�eunion �nie d�ensembles disjoints deux a deux est la somme de
leurs mesures� C�est �l�additivit�e 	nie��
Maintenant� Lebesgue estime que la �bonne� notion de mesure doit poss�eder la
propri�et�e �de Borel� �d�additivit�e complete�� i�e� la �mesure� d�une r�eunion d�e	
nombrable d�ensembles disjoints deux a deux est la somme de leurs mesures ���
C�est ce que traduit la propri�et�e �M� quand on l�applique aux fonctions caract�eris�
tiques d�ensembles disjoints deux a deux� et il est facile de voir que si on l�a pour
ces fonctions particulieres on doit l�avoir pour toutes les fonctions int�egrables �
c�est de la que vient la propri�et�e �M��

Faisons le point � Lebesgue ramene le probleme de l�int�egration a celui de la mesure
des ensembles de la forme E � fc � f � dg ou E � fc � f � dg �a � c � d � b�
avec f int�egrable� Mais jusqu�ici il n�a dit ni quelles sont les fonctions int�egrables
f � ni quels sont les ensembles mesurables � sauf que les ensembles fc � f � dg�
fc � f � dg doivent l��etre pour f int�egrable�
Lebesgue va d�abord d�e	nir les ensembles mesurables� puis il dira qu�une fonction
f est mesurable �int�egrable� si les ensembles fc � f � dg �a � c � d � b� �ou
fc � f � dg � en fait ce sera �equivalent� sont mesurables�

Comment donc d�e	nir la mesurabilit�e et la mesure � Vu ce qui pr�ecede� il est
imm�ediat que si on note �i et �e les mesures int�erieure et ext�erieure de Jordan�
on aura �i�E� � ��E� � �e�E�� donc pour un ensemble quarrable la mesure de
Lebesgue co��ncidera avec la mesure de Jordan�

��� Les intervalles font �evidemment partie des ensembles E qui nous int�eressent� puisqu	ils
sont de la forme fc � f � dg avec f ane par morceaux� et que toute bonne th�eorie de
l	int�egration doit �etre capable d	int�egrer les fonctions anes par morceaux�
��� C	est tr�es naturel � un ouvert �etant toujours une r�eunion d�enombrable d	intervalles ouverts

disjoints deux �a deux� il est tr�es tentant de d�e�nir sa mesure comme la somme des longueurs
de ces intervalles �
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Pour construire sa mesure� Lebesgue s�inspire des id�ees de Peano et Jordan sur
les mesures ext�erieures� mais en gardant l�id�ee d�additivit�e complete de Borel � il
d�e	nit la mesure ext�erieure �e�E� d�une partie E � R comme la borne inf�erieure
des mesures �de Borel� des ouverts qui contiennent E �i�e� il fait la somme des
longueurs d�une in	nit�e d�enombrable d�intervalles ouverts disjoints recouvrant E�
alors que Peano et Jordan ne consid�eraient qu�un nombre 	ni d�intervalles� et il
prend la borne inf�erieure des sommes obtenues�� �Evidemment� �e�E� � �e�E�� Si
on peut donner un sens pr�ecis a la mesure ��E�� vu �P� on devra avoir ��E� �
�e�E��
Supposons que E soit contenu dans un segment I� Quand on aura r�eussi a donner
un sens pr�ecis a la notion de mesure� on pourra �ecrire� pour E mesurable � ��E��
��I n E� � ��I�� donc ��E� � ��I� � ��I n E� � ��I� � �e�I n E�� Cela conduit
Lebesgue a d�e	nir la mesure int�erieure de E par � �i�E� � ��I� � �e�I n E�� ou
�e est la mesure ext�erieure �et ��I� la longueur de I�� �i�E� ne d�epend pas de I�
�Evidemment elle est � �i�E� ���
Supposons E born�e et I compact� On a toujours �i�E� � �e�E�� En e�et� si on
recouvre E par des intervalles Ii et InE par des intervalles Jj� les Ii� Jj recouvrent
I donc� extrayant un sous�recouvrement 	ni de I�

X
i

��Ii� �
X
j

��Jj� �
X
	nie

��Ii� �
X
	nie

��Jj� � ��I�

ce qui montre que �e�E� � �e�I nE� � ��I�� i�e� �i�E� � �e�E� vu la d�e	nition de
�i�E��
Lebesgue dit alors que E est mesurable si �i�E� � �e�E� � ��E� � c�est la mesure
de Lebesgue�
La mesure ainsi d�e	nie associe a un intervalle sa longueur� et elle est invariante
par translation� positive et additive� Reste a v�eri	er qu�elle est compl�etement
additive� ce que Lebesgue fait en une page ������ p���� de la seconde �edition��
Il est clair que le compl�ementaire d�un ensemble mesurable l�est aussi� et que
l�intersection de deux ensembles mesurables l�est encore� et que donc une union
d�enombrable d�ensembles mesurables �m�eme non disjoints deux a deux� est me�
surable� Bref� la classe des ensembles mesurables est une tribu� comme on dit
aujourd�hui�
Elle contient la tribu de Borel� et pour tout bor�elien� la mesure de Lebesgue
co !ncide avec la mesure de Borel�

��� Avec les mesures de Jordan on avait aussi �i�E� # ��I���e�InE� � les deux caract�erisations
�celle
ci� et comme sup des longueurs des unions �nies d	intervalles inclus dans E� co��ncident�
Ce n	est plus vrai pour li� Exemple � E # ��� �� n Q � la premi�ere d�e�nition �celle de Lebesgue�
donne �� la seconde donnerait � � � �
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De plus� la mesure de Lebesgue compl�ete la mesure de Borel� en ce sens qu�un
ensemble inclus dans un bor�elien de mesure nulle est lebesguien �et sa mesure de
Lebesgue est nulle��

Lebesgue d�e	nit ensuite les fonctions mesurables �

Une fonction f �born�ee ou non� est mesurable si les ensembles fc � f � dg
�a � c � d � b� sont mesurables� La classe des fonctions mesurables est stable
par combinaison lin�eaire� produit� passage a la limite� Une fonction caract�eristique
d�un ensemble mesurable est mesurable�

Les fonctions constantes et id sont mesurables� donc les polyn�omes aussi� donc
les fonctions continues aussi� Une fonction continue p�p� est mesurable aussi� et
donc toute fonction R�int�egrable est mesurable�

Ce qui pr�ecede permet de d�e	nir l�int�egrale �de Lebesgue� d�une fonction mesu�
rable born�ee� �Evidemment� si E est une partie mesurable de �a� b�� et f une fonc�

tion mesurable born�ee sur �a� b�� on pose
R
E
f�t�dt �

R b
a
�E�t�f�t�dt� Si �En� est

une suite de parties mesurables de �a� b� disjointes deux a deux� on a
R
E
f�t�dt �P

n

R
En
f�t�dt�

En particulier� il su�t de parler de l�int�egrale
R
R
f�t�dt car l�int�egrale sur toute

partie mesurable de R s�y ramene�

On peut �etendre l�int�egrale a des fonctions non born�ees � une fonction mesurable
positive f � R � R� est Lebesgue int�egrable �L�int�egrable� ssi pour toute
subdivision �xk�k�Z de R�

P
k�Zxk��xk � f � xk��� tend vers une limite 	nie

quand supk�Z�xk�� � xk� �� � �l�int�egrale �etant alors cette limite�� Pour une
fonction non positive� f est int�egrable ssi f� � max ff� �g et f� � �min ff� �g
le sont� et alors

R
f �

R
f� � R f�� Par exemple� si �xn� est une suite de points

distincts de �a� b�� si f � �a� b� � R est d�e	nie par f�xn� � n et f�x� � � si
x � �a� b�n�xn#n � N

�
� alors f est L�int�egrable et non born�ee �par cons�equent� f

n�est pas R�int�egrable��

Lebesgue appelle fonction �etag�ee une fonction mesurable qui ne prend qu�un
nombre 	ni de valeurs� L�int�egrale d�une fonction �etag�ee est d�e	nie de maniere
�evidente �

P
i yi� �f

�� �fyig��� ou les yi sont les valeurs que prend f �

On voit sur ce qui pr�ecede que l�int�egrale de Lebesgue est entierement d�e	nie
a partir de l�int�egrale des fonctions �etag�ees� qui jouent dans sa th�eorie un r�ole
analogue a celui que jouaient les fonctions en escalier dans les int�egrales C� r et
R�
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��� Propri�et�es

L�int�egrale de Lebesgue a toutes les propri�et�es basiques� La propri�et�e de restric�
tion est vraie non seulement pour les intervalles� mais pour toutes les parties
mesurables � si f est int�egrable sur E mesurable� elle l�est sur toute F � E me�
surable�
�Etant donn�e une fonction born�ee� savoir si elle est int�egrable sur un segment
�equivaut a savoir si elle est mesurable� et la question g�en�erale est ind�ecidable
dans la th�eorie des ensembles de Zermelo�Fraenkel�

���
 Interversion int�egrale�limite �

Lebesgue d�emontre d�abord� un analogue du th�eoreme d�Arzela �

Th�eor�eme ��
 �Lebesgue� ���� Soit �fn�n�N une suite de fonctions L	int�egrables
sur �a� b� convergeant simplement vers une fonction f � et telle qu�existe une constante
M telle que �n� jf�fnj �M � Alors f est L	int�egrable sur �a� b� et

R
f � limn

R
fn�

La preuve est imm�ediate �
�� � �� j R �f � fn�j � �� �fjf � fnj � �g� �M� ��a� b� n fjf � fnj � �g��
et � ��a� b� n fjf � fnj � �g� �� � quand n �� ��
Lebesgue en d�eduit le th�eoreme de convergence monotone �propri�et�e �M��� sous
l�hypothese restrictive que les fn sont uniform�ement born�ees� C�est Beppo Levi
qui parvient a s�a�ranchir de cette hypothese �

Th�eor�eme �� �B� Levi� ���� Soit �fn�n�N une suite de fonctions L	int�egrables
�sur une partie mesurable E de R� t�q� supn��

R
fn � ��� Alors la suite �fn�

converge p�p� vers une fonction f � celle	ci est L	int�egrable� et
R
f � limn

R
fn�

Puis Lebesgue g�en�eralise son th�eoreme de type Arzela� et c�est le fameux th�eoreme
de convergence domin�ee �

Th�eor�eme ��� �Lebesgue� ���� Soit �fn�n�N une suite de fonctions L	int�egrables
sur une partie mesurable E de R convergeant simplement vers une fonction f �
Supposons qu�existe une fonction g L	int�egrable sur E telle que �n� jfnj � g�
Alors f est L	int�egrable sur E et

R
f � limn

R
fn�

Preuve�Montrons�le seulement pour E de mesure 	nie� Pour � � �� on considere
En � p�q��fjfn�p� fn�qj � �g� On a � j R

E
f � R

E
fnj �

R
En
jf � fnj�

R
EnEn

�jf j�
jfnj� � ���En� � �

R
EnEn

g� et� par additivit�e complete de la mesure �appliqu�ee

aux En�� n En�� on a ��En� � ��E� et ��E n En� � � quand n �� ��
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��� L�int�egrale de Lebesgue et le TF

Si f est L�int�egrable sur �a� b�� la fonction F �x� �
R x
a
f a p�p� une d�eriv�ee� �egale

a f �
La fonction f�x� �

�
x�sin �

x�

��
� �xsin �

x�
� �

x
cos �

x�
�compl�et�ee par � en ��

n�est pas L�int�egrable � l�int�egrale de Lebesgue ne contient donc pas l�int�egrale de
Newton� Cependant� puisque les fonctions d�eriv�ees sont des limites de fonctions
continues� elles sont mesurables� et donc toute fonction d�eriv�ee born�ee est L�
int�egrable� et par convergence domin�ee on a �

Th�eor�eme ��� �Lebesgue� ���� Si f � est une d�eriv�ee born�ee sur �a� b�� elle y
est L	int�egrable� et �x � �a� b��

R x
a
f ��t�dt � f�x�� f�a��

En fait� le r�esultat reste vrai sous la seule hypothese que f � soit L�int�egrable�
m�eme si elle n�est pas born�ee�

���� D�e�nition descriptive de l�int�egrale de Lebesgue�

Th�eor�eme ��	 Une fonction f ��a valeurs r�eelles� est L	int�egrable ssi existe une
fonction F absolument continue �� telle que F � � f p�p�

L�int�egrale de Lebesgue est donc une variante de l�int�egrale de Newton� a la fois
plus restrictive �a cause de la clause d�absolue continuit�e ��� et plus vaste �gr�ace
au p�p���

���� D�e�nition g�eom�etrique de l�int�egrale

La mesure de Lebesgue peut se d�e	nir dans le plan exactement comme sur la
droite� en rempla$cant seulement les intervalles par les carr�es �avec la normalisa�
tion ������ ��� ��� ��� � ���
Par analogie avec l�int�egrale de Jordan� il est naturel de dire que f est int�egrable
au sens g�eom�etrique sur �a� b� si �x � �a� b�� E��x� et E��x� �d�e	nis plus haut�
sont mesurables �pour la mesure de Lebesgue dans R��� et de poser alors �Z x

a

f�s�ds � ��
�
E��x�

�� ��
�
E��x�

�
� ���

On voit facilement que l�int�egrale g�eom�etrique de Lebesgue co !ncide �pour les
fonctions born�ees� avec l�int�egrale de Lebesgue d�e	nie plus haut�

��� i�e� t�q� �� � �� existe � � � t�q� pour toute subdivision a � a� � b� � � � � aN � bN � b�P
N

i��
�bi � ai� � � implique

P
N

i��
jf�bi�� f�ai�j � ��

��� Par exemple� F �x� # x�sin �

x�
�compl�et�ee par � en �� est d�erivable mais non absolument

continue� Elle est donc N 
int�egrable mais pas L
int�egrable�
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���	 Int�egrales multiples

Avec �� on peut d�e	nir une int�egrale de Lebesgue dans R� comme on l�a fait
dans R avec � � ��� Lebesgue� dans sa these� montre que si �x� y� �� f�x� y�
est une fonction bor�elienne born�ee alors c�est aussi le cas de y �� f�x� y� et
de x �� R

f�x� y�dy� et on a
R R

f�x� y�dxdy �
R
dx
R
dyf�x� y� sur tout rec�

tangle� Fubini ��
��� montre que� plus g�en�eralement� si f est L�int�egrable� l�en�
semble fxj y �� f�x� y� non int�egrable g est de mesure nulle� et il en d�eduit queR R

R�
f�x� y�dxdy �

R
R
dx
R
R�
dyf�x� y�� �Si on veut �ecrire le r�esultat analogue

avec
R R

E
pour une partie E ���mesurable quelconque de R� � il su�t de rempla�

cer f par f
jE��

La d�e	nition descriptive de l�int�egrale de Lebesgue s��etend au cas de plusieurs
variables�

��� Young� Daniell

Daniell ��
���� g�en�eralisant une m�ethode de Young ��
���� donne une construc�
tion g�en�erale des int�egrales de type Lebesgue � pour construire une int�egrale sur
un espace abstrait� il part d�un ensemble de �fonctions �el�ementaires� qu�on sait
int�egrer� et il d�e	nit une int�egrale inf�erieure �resp� sup�erieure� d�une fonction f
comme la borne sup� �resp� inf� des int�egrales des fonctions �el�ementaires g � f
�resp� g � f�� puis il dit que f est int�egrable ssi ses int�egrales inf�erieure et
sup�erieure co !ncident�

Par exemple� dans R� si on prend comme fonctions �elementaires les fonctions
�etag�ees� on retrouve exactement la construction de Lebesgue # si on prend les
fonctions s�c�i� et s�c�s �avec pour int�egrales les int�egrales de Darboux sup� et
inf��� on retrouve la construction de Young �qui donne la m�eme int�egrale� # on
peut aussi partir des fonctions continues a support compact avec pour int�egrale
l�int�egrale de Cauchy� comme le faisait Daniell lui�m�eme # si on prend comme
fonctions �elementaires les fonctions en escalier� on obtient la construction que
pr�esente Deville dans son cours � � �

� Bilan de la �r�evolution lebesguienne


En for$cant l�egerement le trait � la propri�et�e de convergence monotone �equivaut
a l�additivit�e complete de la mesure� L�autre grand th�eoreme de convergence
� le th�eoreme de convergence domin�ee � sort aussi de la� L�interpr�etation de
l�additivit�e complete en termes de th�eoremes de convergence pour l�int�egrale est
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l�une des deux innovations fondamentales de Lebesgue� l�autre �etant la notion de
�presque partout� �p�p���
L�apparition de ces deux concepts a notablement chang�e �en le simpli	ant� le
paysage de la th�eorie de l�int�egration�

�� D�eveloppements

Si on remplace l�espace d�arriv�ee R par un espace de Banach� on obtient l�int�egrale
de Bochner ��
����
La notion g�en�erale de mesure �et d�int�egrale �de Lebesgue� par rapport a cette
mesure� dans Rn �fonction d�ensembles completement additive quelconque� d�e	nie
sur les parties L�mesurables de Rn� est due a Radon ��
���� Les notions de mesure
et d�int�egrale se g�en�eralisent facilement aux espaces abstraits munis d�une tribu
�Fr�echet� �
����
Une bonne partie de l�analyse fonctionnelle est sortie tout droit de l��etude des
espaces de Lebesgue Lp �espaces des classes modulo p�p� des fonctions f t�q� jf jp
soit int�egrable�� introduits par Fr�echet ��
��� pour L�� et Riesz ��
����
En	n� l�int�egrale de Lebesgue est particulierement adapt�ee au calcul des proba�
bilit�es � axiomatique de Kolmogorov ��
����

�� Le TF depuis l�int�egrale de Lebesgue

Pour l�int�egrale de Newton� le TF donnait une condition n�ecessaire et su�sante
d�int�egrabilit�e � f est int�egrable ssi c�est une d�eriv�ee� Cela restait vrai pour l�int�e�
grale de Cauchy des fonctions continues � une fonction f est C�int�egrable ssi elle
est continue� i�e� ssi elle est la d�eriv�ee d�une fonction C�� Mais ce ssi est obtenu
au prix d�une restriction un peu arti	cielle � pourquoi ne d�e	nir l�int�egrale que
pour les fonctions continues� Cauchy s��etait limit�e a ce cas parce qu�il pouvait
alors d�emontrer la convergence des sommes de Cauchy et un bon �enonc�e du TF�
Pour toutes les int�egrales qui ont suivi� le TF avait perdu sa forme d�une CNS �
il ne l�a retrouv�ee qu�avec l�int�egrale de Lebesgue� Depuis la th�eorie de Lebesgue�
presque toutes �%� les th�eories de l�int�egration ont conserv�e la forme que Lebesgue
a donn�ee au TF� i�e� la forme suivante �dite de Lebesgue�Berberian� �
Une fonction f est �int�egrable� ssi existe une �bonne� fonction F �et une seule� a
une constante pres�� telle que F � existe et co !ncide avec f partout en dehors d�un

ensemble N �n�egligeable� en un certain sens� On a alors
R b
a
f�t�dt � F �b��F �a��

C�est le sens pr�ecis des mots �bonne� et �n�egligeable� qui distinguera les diverses
th�eories de l�int�egration pour lesquelles il existe un bon TF� Pour avoir l�unicit�e
de F �a une constante pres�� et les propri�et�es indispensables� il faut que ces
notions satisfassent certaines exigences� Berberian demande � que l�ensemble des
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�bonnes� fonctions soit un sous�espace B de C���a� b�� contenant la fonction id #
que l�ensemble des parties �n�egligeables� de R soit stable par r�eunions 	nies� et
que ses �el�ements soient des parties de R d�int�erieur vide # en	n� que l�image par
une �bonne� fonction d�une partie �n�egligeable� soit �n�egligeable� �propri�et�e �de
Lusin���

Berberian ��� fait remarquer qu�il n�existe pas de sous�espace B de C���a� b�� et
d�ensemble N de parties de R tels qu�on ait un �enonc�e du TF comme ci�dessus
pour l�int�egrale des fonctions r�egl�ees� ni pour l�int�egrale de Riemann ��� Le TF
pour les int�egrales de Denjoy dont nous allons parler maintenant sera bien� par
contre� de la forme de Lebesgue�Berberian�

� Les int�egrales de Denjoy

��� La construction de Denjoy

��
�
 Int�egrer les d�eriv�ees

Le but de Denjoy ��
��� �etait de prolonger l�int�egrale de Lebesgue en une int�egrale
qui contienne celle de Newton �i�e� qui r�esolve le probleme de la recherche des
primitives�� On a vu que l�int�egrale de Lebesgue permettait de remonter aux
primitives des fonctions d�eriv�ees born�ees� mais que par exemple la fonction f�x� �
�xsin �x���� �x��cos �x���� prolong�ee par � en �� qui n�est pas born�ee� mais qui
est la d�eriv�ee de la fonction F �x� � x�sin �x��� �prolong�ee par � en ��� n�est pas
L�int�egrable �car F n�est pas absolument continue au voisinage de ���

Voici comment procede Denjoy� D�e	nissons une �int�egrale� comme une forme
lin�eaire sur un espace de fonctions num�eriques �lesquelles sont alors dites �int�e�
grables��� poss�edant les propri�et�es suivantes �

�� Elle est invariante quand on change les valeurs d�une fonction en un nombre
	ni de points � propri�et�e �F�� En particulier� l�int�egrale d�une fonction f sur
un intervalle born�e I �i�e� par d�e	nition l�int�egrale de f
I� est la m�eme� que
I contienne ou non ses extr�emit�es�

�� Elle possede la propri�et�e de restriction �R� pour les intervalles�

��� On voit facilement que N # l	ensemble des parties �nies de ��� �� pour toute int�egrale qui
ne sait int�egrer que des fonctions born�ees � on ne peut donc avoir un bon TF avec une int�egrale
capable d	int�egrer des fonctions ayant une in�nit�e de discontinuit�es� que si celle
ci est assez
puissante pour int�egrer des fonctions non born�ees�
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�� Elle possede la propri�et�e de Chasles �C��

Par �R�� on peut d�e	nir la notion d�int�egrabilit�e en un point �f est int�egrable
au point x� ssi elle est int�egrable sur un intervalle ouvert contenant ce point��
L�ensemble E� des points ou f n�est pas int�egrable est un ferm�e�

Par �R� et �C�� si I d�esigne une composante connexe du compl�ementaire de
E�� f est int�egrable sur tout sous�intervalle compact K de I� En e�et� on peut
recouvrir un tel intervalle par des intervalles ouverts sur l�adh�erence desquels f
est int�egrable� en extraire un sous�recouvrement 	ni # les extr�emit�es de K et celles
des intervalles de ce sous�recouvrement qui sont dans K d�e	nissent une partition
de K # par �R�� f est int�egrable sur chaque intervalle de cette subdivision� et par
�C� elle l�est sur K�

Maintenant� soit f une fonction d�erivable sur un intervalle ouvert I de R� et
supposons qu�on veuille int�egrer f � sur un segment �a� b� � I� Si f � est L�int�egrable
sur �a� b�� on est satisfait� Sinon commence une r�ecurrence� Soit E� l�ensemble
�ferm�e� des points de �a� b� en lesquels f � n�est pas Lebesgue�int�egrable� Il faut
noter qu�en vertu du th�eoreme de Baire� f � est continue en tout point d�une partie
dense de �a� b�� donc born�ee �et donc Lebesgue�int�egrable� au voisinage de tout
point de cette partie dense� et donc E� est d�int�erieur vide �i�e� nulle part dense �
c�est la m�eme chose� pour un ferm�e�� Comme on vient de le voir� f � est L�int�egrable
sur tout segment �c� d� du compl�ementaire de E�� et on a

R d
c
f ��t�dt � f�d��f�c��

�C�est �l�initialisation� � on commence par int�egrer f au sens de Lebesgue sur
tout segment ou c�est possible��

Comme f est continue� si on note ��� �� une composante connexe de �a� b�nE� et
si on prend une suite de segments �cn� dn� ���� �� t�q� cn � � et dn � �� on aR dn
cn

f ��t�dt � f�dn� � f�cn� � f��� � f��� quand n � �� Proc�edant comme

Cauchy� on peut donc d�e�nir
R �
�
f ��t�dt � limn

R dn
cn

f ��t�dt� �C�est ce que Denjoy
appelle la �deuxieme op�eration���

De cette maniere� f � est int�egrable �au moins au sens des int�egrales g�en�eralis�ees�
sur toute composante connexe de �a� b� n E�� Notez que si E� a un point isol�e
x� �disons E�  �x�� x�� � fx�g� x� � x� � x��� la seconde op�eration permet de
d�e	nir les int�egrales

R x�
x�
f ��t�dt et

R x�
x�
f ��t�dt� et donc

R x�
x�
f ��t�dt par la relation

de Chasles� qui est la �premiere op�eration��

On voit qu�on a d�eja �elimin�e tout point isol�e de E�� et qu�on est donc ramen�e
a consid�erer son d�eriv�e E �

�� En particulier� on a d�ores et d�eja int�egr�e la d�eriv�ee
de la fonction f�x� � x�sin �

x�
�compl�et�ee par � en ��� pour laquelle E� � f�g �

comme l�aurait fait Cauchy�

Si on n�utilisait que les deux �op�erations� ci�dessus� on obtiendrait� en r�eit�erant
trans	niment� une int�egrale qui serait l�exacte analogue de l�int�egrale trans	nie
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de Cauchy� mais plus puissante car on serait parti de l�int�egrale de Lebesgue au
lieu de l�int�egrale de Cauchy des fonctions continues�

Supposons qu�on ait prolong�e l�int�egrale de f � aux composantes connexes du
compl�ementaire de E� �par la �deuxieme op�eration��� puis �elimin�e les points isol�es
de E� �par la �premiere op�eration��� puis prolong�e l�int�egrale aux composantes
connexes du compl�ementaire de E �

� �par la �deuxieme op�eration��� puis �elimin�e les
points isol�es de E �

� �par la �premiere op�eration��� etc�� et qu�on arrive en it�erant
ainsi a d�e	nir l�int�egrale de f � sur toute composante connexe du compl�ementaire
de tout E

�n	
� � n � N � Soit alors � un segment inclus dans le compl�ementaire de

E
��	
� � nE�n	

� � Il existe N tel que � soit inclus dans le compl�ementaire de E
�N	
� �

donc l�int�egrale est d�eja d�e	nie sur �� Maintenant� la deuxieme op�eration permet
d��etendre l�int�egrale a toute composante connexe du compl�ementaire de E

��	
� � puis

par la premiere op�eration on �evacue les points isol�es de E��	
� � puis par la deuxieme

op�eration on prolonge l�int�egrale a toute composante connexe du compl�ementaire
de E

����	
� � etc� On peut donc r�eit�erer ainsi trans	niment� s�il le faut�

D�apres un r�esultat connu sous le nom de �th�eoreme de Cantor�Baire�� on aboutit
alors a un ordinal � �ni ou d�enombrable tel que E��	

� soit parfait� i�e� tel que

E
����	
� � E

��	
� � E

��	
� s�appelle le noyau parfait de E�� Notons�le K�� S�il n�est pas

vide� il a la puissance du continu� cf� ����� i�e� K� est vide ssi E� est d�enombrable
�et dans ce cas on peut int�egrer f � uniquement avec les deux premieres op�erations
de Denjoy�� Supposons K� non vide�
Apres avoir appliqu�e la �deuxieme op�eration�� f � est int�egrable sur toute compo�
sante connexe du compl�ementaire de K� �et des lors la �deuxieme op�eration� ne
s�applique plus�� et comme K� n�a pas de point isol�e� la �premiere op�eration� ne
s�applique plus non plus� Ce cas peut e�ectivement se produire � Denjoy construit
un exemple explicite� cf� �
�� Les deux premieres op�erations ne permettent donc
pas d�int�egrer toutes les d�eriv�ees�
Dans ce cas� que faire�
Notons In les composantes connexes du compl�ementaire de K��
Disons que la s�erie

P
n

R
In
f ��t�dt converge absolument au voisinage d�un point

x � K� s�il existe un intervalle ouvert J de �a� b�� avec x � J � tel que
P

n

R
J	In f

��t�dt
converge absolument�
Une remarque cruciale de Lebesgue ��� est que l�ensemble ��evidemment ouvert�
des points x de K� tels que

� la s�erie
P

n

R
In
f ��t�dt converge absolument au voisinage de x #

��� Lebesgue �ecrit dans ���� �seconde �edition� que cet �enonc�e  marque le point extr�eme! qu	il
avait atteint dans la recherche des fonctions primitives�
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� f �
K�
est born�ee �donc Lebesgue int�egrable� au voisinage de x�

est non vide � et m�eme est dense dans K�� �Donc son compl�ementaire� not�e E��
est un ferm�e d�int�erieur vide de K��� Appelons cela le lemme de Lebesgue	Denjoy�
On pose alors� pour J comme ci�dessus �Z

J

f ��t�dt �
Z
J	K�

f ��t�dt�
X
n

Z
J	In

f ��t�dt�

ce qui constitue la �troisieme op�eration�� qui g�en�eralise en fait une proc�edure
d�eja utilis�ee par Harnack� et qui permet de prolonger la d�e	nition de l�int�egrale
a un intervalle J sur lequel elle n��etait pas d�e	nie jusque la �et donc sur tous ses
sous�intervalles� et sur tout ce qui s�en d�eduit par les deux premieres op�erations��

Par les deux premieres op�erations� on arrive au noyau parfait K� de E�� S�il est
vide� on a termin�e� Sinon� on a comme ci�dessus que l�ensemble ��evidemment
ouvert� des points x de K� tels que

� la s�erie
P

n

R
In
f ��t�dt converge absolument au voisinage de x #

� f �
K�
est born�ee �donc Lebesgue int�egrable� au voisinage de x�

est non vide � et m�eme est dense dans K�� Donc son compl�ementaire E�� est un
ferm�e d�int�erieur vide de K�� Et on recommence� Au besoin� on construit ainsi En�
Kn �Kn � le noyau parfait de En� pour tout n � N� � puis on pose E� � nEn�
K� � nKn � le noyau parfait de E�� et si K� �� �� on considere E���� qui est
un ferm�e d�int�erieur vide de K�� etc� Ayant construit E�� K� on construit comme
ci�dessus E���� K���� et ayant construit les E�� K� pour � � � �� ordinal limite�
on pose E� � ���E�� K� � ���K��

On obtient ainsi une famille trans	nie d�ecroissante de ferm�es E� dont chacun est
d�int�erieur vide dans le pr�ec�edent� Par le th�eoreme de Cantor�Baire� il existe un
� au plus d�enombrable tel que E� � �� A ce moment la� la �totalisation� est
termin�ee � l�int�egrale de f � est d�e	nie sur �a� b� et

R b
a
f ��t�dt � f�b�� f�a��

��
� R�ecapitulation � conditions d�int�egrabilit�e� int�egrales restreinte
et large

Une fonction g est Denjoy int�egrable au sens large �D�int�egrable� si l�it�eration
trans	nie des trois op�erations ci�dessus �ce que Denjoy appelle la �totalisation�
de g� ne s�arr�ete que sur un E� vide� i�e� si� tant que E� �� �� l�une des trois
op�erations s�applique�
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Comme les �equations de Maxwell� chacune des op�erations de Denjoy porte le nom
de quelqu�un d�ant�erieur �c�est commode pour se les rem�emorer� �

�� �ere op�eration �Chasles� � int�egrer sur les segments� et additionner les int�e�
grales correspondant aux segments contigus #

�� �eme op�eration �Cauchy� � prolonger par continuit�e les int�egrales aux inter�
valles maximaux �int�egrales impropres� #

�� �eme op�eration �Harnack�Lebesgue� � dans un intervalle ou c�est possible�
sommer la s�erie des int�egrales sur les intervalles maximaux �si elle converge
absolument � donc commutativement � car il n�y a pas d�ordre naturel� et
ajouter l�int�egrale sur le compl�ementaire �si elle existe� #

�� �boucle� � r�eit�erer� en essayant les op�erations dans cet ordre�

Cette it�eration trans	nie des trois op�erations n�est pas un luxe� en ce sens que
pour tout ordinal � 	ni ou trans	ni d�enombrable� il existe une d�eriv�ee f � dont la
�totalisation� se termine exactement a l�ordinal �� Denjoy �
� donne explicitement
une telle d�eriv�ee� par une construction trans	nie a partir de la d�eriv�ee de fonctions
du type �x� a���b� x��sin �

�x�a	��b�x	� �
Donc� si on veut pouvoir int�egrer toutes les d�eriv�ees� il faut pouvoir poursuivre
l�it�eration trans	nie jusqu�a n�importe quel ordinal � au plus d�enombrable�
D�ailleurs� dire �on s�interdira de d�epasser tel ordinal ��� serait arbitraire et anti�
naturel � pourquoi s�arr�eter a �� et non a ����� C�est toujours comme cela avec
les ordinaux trans	nis� il y a toujours un suivant� on ne peut pas dire �tiens je
vais m�arr�eter la�� et c�est pour cette raison que Cantor a �et�e bien oblig�e de les
consid�erer� La seule borne naturelle pour la totalisation est &� le premier ordinal
non d�enombrable� parce qu�elle correspond a un ph�enomene naturel� a savoir le
th�eoreme de Cantor�Baire� qui prouve que & ne peut jamais �etre atteint dans une
totalisation � on ne le d�ecr�ete pas� on le constate�

On remarquera que les op�erations s�appliquent dans un ordre parfaitement d�eter�
min�e� il n�y a pas d�arbitraire � a chaque �etape� on applique la premiere op�eration
si elle est possible� sinon c�est la seconde � si elle est possible � et sinon c�est la
troisieme� Il s�agit donc d�un v�eritable algorithme �trans	ni�� dont le th�eoreme
de Cantor�Baire garantit qu�il s�acheve avant &� La fonction qu�on entre est in�
t�egrable au sens de Denjoy si l�algorithme s�arr�ete sur l�ensemble vide � il crache
alors la valeur de l�int�egrale� �Si la fonction entr�ee n�est pas int�egrable au sens
de Denjoy� la machine crache un ensemble E� non vide sur lequel aucune des
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trois op�erations n�est applicable� et la valeur de l�int�egrale sur les composantes
connexes du compl�ementaire de cet ensemble��

Bien s�ur� aucune machine physique n�est capable d�accomplir une in	nit�e de
t�aches en un temps 	ni �ni de survivre un temps in	ni� d�ailleurs�� et donc �l�al�
gorithme� de Denjoy ne donnera jamais lieu a un logiciel � � � Mais le simple fait
qu�un algorithme trans	ni soit possible est en soit assez remarquable pour que
l�int�egrale de Denjoy �et la d�e	nition que Denjoy en donne� soit la pr�ef�er�ee des
logiciens �cf� ���� et ses r�ef�erences� notamment aux travaux de Ajtai et de Dou�
gherty et Kechris ���� qui ont d�emontr�e que� en un sens tres pr�ecis� l�algorithme
trans	ni de Denjoy � ou plut�ot une variante� qui en fait un vrai algorithme� ne
parlant que de nombres entiers � est la fa$con la plus simple et la plus constructive
de remonter aux primitives��

Comme le dit Freiling ����� le but du logicien �n�est pas de pr�esenter un algorithme
qui puisse �etre accompli physiquement� mais �d�utiliser des programmes pour
illustrer et expliquer la nature constructive de l�anti di��erentiation�� Car celle�ci�
dans l�approche de Denjoy� possede en e�et �un haut degr�e de constructivit�e��
�Supposons� ajoute Freiling� qu�on vous donne une suite in	nie de � et de � et
que vous vouliez savoir si la suite contient un �� Tout le monde est d�accord
pour dire qu�il y a un algorithme simple pour le savoir� m�eme s�il peut �etre
impossible a accomplir physiquement� Il semble qu�il faudrait un ordinateur ayant
une aptitude sp�eciale �appel�ee quelquefois un 'esprit in	ni�� pour accomplir cette
t�ache� L� 'esprit in	ni� de l�ordinateur lui permettrait de parcourir un nombre
in	ni d��etapes dont on sait d�eja qu�elles sont calculables� et de rapporter si un
certain �ev�enement a �et�e rencontr�e ou non� � � � � � Le r�esultat de Ajtai� Dougherty
et Kechris �combin�e avec le travail de Kleene� dit� de fa$con surprenante� que cet
'esprit in	ni� est le seul ingr�edient nouveau dont on a besoin pour calculer les
primitives %�

On remarque que dans la totalisation d�une d�eriv�ee f �� le lemme de Lebesgue�
Denjoy montrait en fait un r�esultat plus pr�ecis � l�ensemble des points x de K�

tels que

� la s�erie
P

n ��f� In� converge au voisinage de x �

� f �
K�
est born�ee �donc L�int�egrable� au voisinage de x�

�ou ��f� In� d�esigne l�oscillation de f sur In� est dense dans K��

On peut donc remplacer la �troisieme condition� �enonc�ee plus haut par celle�ci �
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�Troisi�eme condition restreinte� � sur toute composante connexe In du com�
pl�ementaire d�un parfait P � l�ensemble des points de P au voisinage desquels la
s�erie

P
n supJ
In j

R
J
g�t�dtj ne converge pas� n�est nulle part dense sur P �

g est alors dite Denjoy int�egrable au sens restreint ��D��int�egrable�� �
� Les d�eri�
v�ees sont D��int�egrables�

��� D�e�nition descriptive de l�int�egrale de Denjoy

Elle fait appel � comme pour l�int�egrale de Lebesgue � a la notion d�absolue
continuit�e� mais ici sous une forme un peu plus g�en�erale �

D�e�nition ��
 Soit E � R� Soit f � R � R� On dit que f est absolument conti	
nue �au sens restreint� sur E ssi �� � �� existe � � � t�q� pour toute subdivision
a� � a� � � � � � aN de R par des points de E�

PN
i���bi � ai� � � impliquePN

i�� ��f� �ai� bi�� � �� On note f � AC��E��

L�int�egrale de Denjoy �etant obtenue a partir de l�int�egrale de Lebesgue par �
entre autres � des passages a la limite �des int�egrales g�en�eralis�ees�� il faut re(�eter
cette op�eration dans la notion de fonction absolument continue �

D�e�nition �� Soit E � R� Soit f � R � R� On dit que f est absolument
continue g�en�eralis�ee �au sens restreint� sur E ssi f est continue sur E et que E
est une r�eunion d�enombrable de parties En born�ees sur chacune desquelles f est
AC�� On note f � ACG��E��

Propri�et�es�

�� AC��E� et ACG��E� sont des R�algebres�

�� Une fonction ACG� sur E � R est d�erivable p�p� sur E�

�� Si f est continue sur E � R� et d�erivable en tout point de E �sauf peut��etre
ceux d�une partie d�enombrable de E�� f est ACG��

�� Si f est ACG� sur un ferm�e E de R� l�image par f de toute partie n�egligeable
de E est n�egligeable ��propri�et�e de Lusin���

��� L	int�egrale D� est due �a Denjoy ������ � l	int�egrale D �a Denjoy et Khintchine �������
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Un exemple� Consid�erons la fonction f�x� � x�sin �
x�

�compl�et�ee par � en ���
et E �� � �� ��� f est d�erivable en tout point de E� Mais elle n�est pas AC�
sur � � �� ��� En e�et� l�oscillation de f sur l�intervalle In � � �p

�n���

�

� �p
�n�

� est

�n � �
�n���

�

� donc la s�erie des �n diverge� et donc il existe � � � t�q� �� � ��

on puisse toujours trouver des intervalles In dans ��� �� tels que la somme des �n
correspondants soit � �� Par contre� elle est AC� sur tout �� ��� �

n
�� f�g� � �

n
� ��

�n � ��� donc elle est bien ACG� sur �� �� ���

On peut �enoncer maintenant la d�e�nition descriptive de l�int�egrale de Denjoy au
sens restreint �

Th�eor�eme ��
 Une fonction f ��a valeurs r�eelles� est Denjoy	 int�egrable au sens
restreint �D�	int�egrable� sur un intervalle �a� b� � R ssi existe une fonction F �
ACG���a� b�� telle que F � � f p�p� L�int�egrale de Denjoy de f sur �a� b� est alorsR b
a
f�t�dt � F �b�� F �a��

Puisqu�une fonction d�erivable en tout point de �a� b� est ACG�� sa d�eriv�ee est D��
int�egrable � on retrouve ainsi le fait que l�int�egrale de Denjoy contient l�int�egrale
de Newton� Si F est d�erivable en tout point de �a� b� sauf peut��etre a l�exception
d�une quantit�e d�enombrable de points� mais qu�elle est continue sur �a� b�� sa
d�eriv�ee est encore �D��int�egrable� � et toute fonction qui co !ncide p�p� avec sa
d�eriv�ee l�est aussi�

Il existe une d�e	nition descriptive de l�int�egrale de Denjoy au sens large� qui
est parfaitement analogue sauf que ACG� y est remplac�e par ACG �c�est la
m�eme chose mais avec les variations au lieu des oscillations�� et que la d�eriv�ee
est remplac�ee par une notion nouvelle� celle de �d�eriv�ee approximative� �dans le
taux de variation� h tend vers � le long d�un ensemble de densit�e  � � � �

��� Quelques propri�et�es de l�int�egrale de Denjoy

Proposition ��
 Une fonction f D�	int�egrable et positive p�p� est L	int�egrable�
Par cons�equent� une fonction f mesurable est L	int�egrable ssi jf j estD�	int�egrable�

En e�et� il existe F ACG� t�q� f � F � p�p�� donc F � � � p�p� # cela implique que
F est croissante� donc absolument continue au sens classique �F est continue�� et
donc f est L�int�egrable�
Ainsi� la th�eorie de Denjoy n�apporte� par rapport a celle de Lebesgue� que des
int�egrales semi�convergentes�
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L�int�egrale de Denjoy �aussi bien laD que laD�� a toutes les propri�et�es basiques #
l�int�egration par parties est valable � si f est int�egrable� et F son int�egrale ind�e�
	nie� et si g est C�� alors

R b
a
fg � F �b�g�b� � F �a�g�a� � R b

a
Fg�� La formule de

changement de variable
R b
a
f �g�t�� g��t�dt �

R g�b	
g�a	

f�s�ds est vraie des que g est

d�erivable et que f est une d�eriv�ee sur g ��a� b���

Les th�eoremes de convergence monotone et domin�ee sont valables pour les int�e�
grales D et D��
Le th�eoreme de convergence domin�ee peut s�exprimer ainsi ��th�eoreme de conver�
gence encadr�ee�� �

Th�eor�eme �� Soient I un intervalle de R �born�e ou non�� et fn � I � R

�n � ��� f � I � R des applications t�q� toutes les fn soient D�	 int�egrables sur
I� Disons que la suite �fn�n a la propri�et�e de convergence encadr�ee vers f sur I
si �

� la suite �fn� converge p�p� vers f sur I�

�� il existe des fonctions g � I � R et h � I � R D�	 int�egrables sur I qui
�encadrent
 toutes les fn � �n� g � fn � h�

Dans ce cas� f est D�	 int�egrable sur I et
R
I
f � limn��

R
I
fn�

��� Remarques et g�en�eralisations

La notion de fonction ACG� passe au cas de plusieurs variables� en rempla$cant
les intervalles par des pav�es� Par exemple� pour deux variables� la variation de
F sur un rectangle de sommets �x� y�� �x � h� y�� �x � h� y � k�� �x� y � k�� est
V �x� y� h� k� � �F �x � h� y � k� � F �x � h� y�� � �F �x� y � k� � F �x� y�� �et le
lecteur devine la g�en�eralisation en dimension sup�erieure� # l�oscillation dans un
rectangle �de c�ot�es parallelles aux axes� toujours� est le sup� des variations dans
les sous�rectangles� La �totalisation� consiste alors a remonter de ��F

�x�y
ou� plus

g�en�eralement de limh�k�� V �x� y� h� k�	hk� a F � On peut donner une d�e	nition
descriptive de l�int�egrale double �ou n�uple� ind�e	nie de Denjoy� On peut m�eme
en donner un algorithme constructif qui se termine a un ordinal d�enombrable�
exactement comme en dimension � � cf� Looman �
�� ���� et Krzy)za�nski �
�� �����
Le th�eoreme de Fubini est alors valable�

Si on remplace l�espace d�arriv�ee R par un espace de Banach� on obtient l�int�egrale
de Denjoy�Bochner �R� A� Gordon� �
�
��
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��	 Perron

Perron ��
��� donne une construction completement di��erente de l�int�egrale de
Denjoy restreinte�
Soit f � une d�eriv�ee� Soient �� � deux fonctions continues sur �a� b� t�q� ��a� �
��a� � �� Perron �et d�eja� avant lui� de la Vall�ee Poussin� dit que � est une
�majorante� �forte� de f � sur �a� b� si

D��x� � limh��

��x� h�� ��x�

h

est � f ��x�� �x � �a� b�� et que � est une �minorante� �forte� de f � sur �a� b� si

D��x� � limh��
��x � h�� ��x�

h

est � f ��x�� �x � �a� b��
Pour x � �a� b�� on a alors ��x� � ��x�� En e�et� D�� � �� � D��� � D� � ��
donc ��� est croissante� et puisqu�elle est nulle en a� elle est � � pour x � �a� b��
Mais f � f�a� est elle�m�eme a la fois une majorante et une minorante de f � sur
�a� b�� donc �x � �a� b�� et pour toutes �� � resp� minorante et majorante� on a
��x� � f�x� � ��x��
Donc f�f�a� peut �etre caract�eris�ee comme �etant la borne inf�erieure de l�ensemble
des majorantes� et la borne sup�erieure de l�ensemble des minorantes�

L�id�ee de Perron est de consid�erer cela comme une d�e�nition de l�int�egrale de
f � et� plus g�en�eralement� de dire qu�une fonction f est int�egrable sur �a� x� ssi la
borne inf�erieure de l�ensemble de ses majorantes co !ncide avec la borne sup�erieure
de l�ensemble des minorantes � la valeur commune �etant alors par d�e	nition�
l�int�egrale de Perron de f sur �a� x��
L�int�egrale de Perron englobe l�int�egrale de Lebesgue �c�est� essentiellement� un
th�eoreme de C� de la Vall�ee Poussin � ant�erieur en fait a la d�e	nition de Perron�� et
�egalement l�int�egrale de Newton� Mais� th�eoreme �Hake� �
�� # Alexandro�� �
�� #
Looman� �
��� � l�int�egrale de Perron est exactement �equivalente a l�int�egrale
de Denjoy restreinte �c�est pourquoi Saks ���� l�a appel�ee l�int�egrale de Denjoy�
Perron� ce qui n�a guere plu a Denjoy � � � �

Denjoy n�aimait pas du tout la d�e	nition de Perron� qu�il trouvait totalement
ine�ective� Voici ce qu�il en disait ���� �
�Perron a dit � �Donnez	moi une fonction �nie quelconque f � Je consid�ere TOUTES
les majorantes fortes� TOUTES les minorantes fortes relatives �a f�x�� Ne me de	
mandez pas d�en calculer une seule� Ne me demandez pas si oui ou non il en existe
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aucune� Je ne saurais vous satisfaire� Mais si ces fonctions me tombent toutes du
ciel� et aussi bien dans l�une des esp�eces que dans l�autre� si je constate encore
que l��ecart minimum entre majorantes et minorantes est nul� je d�eclare que leur
borne interm�ediaire commune est l�int�egrale de la fonction f�x��
 Et le public
math�ematique a convenu sans balancer � �Perron a int�egr�e la fonction f�x�
 ��

Il ajoute �
�On voudrait construire un avion dont la vitesse en r�egime permanent f�ut exacte�
ment ���� km a l�heure� Il y a deux fa$cons de concevoir la solution du probleme �
Les uns se livreront a des �etudes patientes� laborieuses� d�a�erodynamique exp�eri�
mentale et th�eorique� Ils dessineront d�innombrables plans de pieces� de machines�
d�appareils�
A l�oppos�e� un disciple de Perron se contentera de dire � �Je consid�ere tous les
mod�eles d�avion dont la vitesse d�epasse ��� km �a l�heure� Je consid�ere tous les
mod�eles d�avion dont la vitesse est inf�erieure �a ��� km �a l�heure� Il n�y a pas de
raison pour que les deux classes soient �ecart�ees l�une de l�autre� J�ai donc d�e�ni
l�avion cherch�e
��

� Au	del�a de l�int�egrale de Denjoy � Foran

Foran ���� propose un cadre g�en�eral �� qui donne un assez bon point de vue
uni	cateur �

Disons qu�une fonction F est de Lusin si elle satisfait a la �conditionN de Lusin��
a savoir qu�elle envoie toute partie n�egligeable �au sens de Lebesgue� de R sur
une partie n�egligeable de R�

Si F est continue� le fait qu�elle soit de Lusin est une condition n�ecessaire et
su�sante pour que F envoie toute partie mesurable sur une partie mesurable�

Les fonctions AC� sont continues et de Lusin� et donc les fonctions ACG� aussi�
�Idem pour les AC et les ACG��

Soit F une classe additive de fonctions continues de Lusin� et D une application
de F dans l�espace des fonctions R � R �en fait on demande seulement que pour
F � F � DF soit d�e	nie p�p��� telle que �F�G � F � DF �DG � D�F �G� p�p��
et qui prolonge la d�erivation� en ce sens que DF � F � p�p� sur l�ensemble des
points ou F � existe� Foran dit qu�une fonction f � R � R est FD�int�egrable sur
�a� b� � R s�il existe F � F telle que f � DF p�p� sur �a� b� � R�

F est alors unique �a une constante pres� car si on avait f � DF � DG p�p�� on
aurait D�G� F � � DG�DF � � p�p� Or un th�eoreme de Bary et Banach �cf�
par ex� ����� th�eor� ����� p� �������� dit en particulier que si H est une fonction

��� Il en existe d	autres� Je n	en parlerai pas ici�
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continue de Lusin t�q� H � � � en presque tout point ouH � existe� H est croissante�
On a donc ici F �G �cte�

On peut donc poser� avec Foran �
R b
a
f�t�dt � F �b��F �a�� ce qui d�e	nit l�int�egrale

FD de Foran�

F est la classe des int�egrales ind�e	nies pour l�int�egrale FD� Les classes d�int�e�
grales ind�e	nies des int�egrales usuelles sont multiplicatives� i�e� si F et G sont
des int�egrales ind�e	nies� FG en est une aussi �c�est vrai pour les int�egrales de
Newton� Cauchy� Riemann� Lebesgue� Denjoy � � � � Mais Foran ne l�impose pas
a priori� cette condition ne semblant pas n�ecessaire�

L�int�egrale de Lebesgue correspond a F � l�espace des fonctions absolument
continues �au sens classique� et D� la d�erivation usuelle # celle de Denjoy res�
treinte� a F � ACG� �et D� la d�erivation usuelle aussi� # celle de Denjoy large�
a F � ACG et D� la d�erivation approximative� Il en existe d�autres�

�� L�int�egrale de Riemann compl�ete

���� L�id�ee

Dans les d�e	nitions de Cauchy et de Riemann� on se repr�esentait le graphe de
la fonction f �du moins� dans les cas les plus simples�� et on l�approximait par
celui d�une fonction en escalier� On voit tout de suite ce qui ne va pas avec une
telle d�e	nition � prenez le graphe de la fonction x� x��	� sur ��� ��� L�aire sous la
courbe est 	nie� On voudrait donc que la fonction soit int�egrable sur ��� ��� Mais
si vous essayez d�approximer son graphe par celui d�une fonction en escalier� il y a
un probleme avec la premiere marche � vous la choisissez a la hauteur f�x�� �avec
x� dans l�intervalle I� de la subdivision�� et en prenant x� arbitrairement voisin de
�� cette hauteur va �etre arbitrairement grande� Alors� m�eme si vous avez pris soin
de prendre toutes vos marches moins larges qu�un certain  � �� aussi petit que
soit ce � vous pourrez rendre vos sommes de Riemann arbitrairement grandes� et
la d�e	nition de Cauchy et Riemann ne s�applique pas� Bien s�ur� Cauchy s�en �etait
aper$cu et avait propos�e cette parade � imposer que la premi�ere marche soit �a la
hauteur z�ero� Autrement dit� consid�erer l�int�egrale de f sur ��� �� comme la limite
des int�egrales sur �a� �� pour a � � � bref� une int�egrale impropre� Bien s�ur� au
lieu d�imposer que la premiere marche soit a la hauteur �� on pourrait tout aussi
bien lui permettre de se placer a une hauteur quelconque inf�erieure �a un plafond
donn�e ind�ependant de � Dans tous les cas� cela revient a faire abstraction de la
vraie forme de la courbe dans la premiere marche � en la tronquant %

La raison en est bien simple � une fonction en escalier �a un nombre �ni de
marches� ne peut �epouser partout la forme d�une courbe non born�ee � aussi
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petites qu�on prenne les marches� Elle ne peut non plus �epouser partout la forme
d�une courbe qui oscille trop� m�eme si elle est born�ee � par exemple la caract�e�
ristique des rationnels� La� m�eme le proc�ed�e de Cauchy ne marche plus �m�eme
r�eit�er�e trans	niment %��

Une id�ee serait d�admettre un nombre in	ni de marches� Dans le cas de la courbe
x� x��	� sur ��� ��� on voit bien ce que cela donnerait � un escalier qui monte le
long de l�axe des y� avec des marches de plus en plus �etroites� de largeur tendant
vers �� Mais l�aire comprise sous l�escalier est la somme d�une s�erie� et on calcule
la somme d�une s�erie comme limite des sommes partielles � ce qui fait qu�on est
ramen�e au proc�ed�e �d�int�egrale impropre� de Cauchy�

Toutefois� cela suggere une id�ee � ce qui ne va pas dans la d�e	nition de Riemann�
c�est qu�elle suppose qu�on prenne une m�eme largeur  tout le long du graphe
de la fonction� Or on voit bien que la ou la fonction varie rapidement� on doit
diminuer le pas des marches�

Euler� dans ses institutiones calculi integralis ������� parlant du calcul num�erique
des int�egrales par ce qu�on appelle aujourd�hui les sommes de Riemann� �ecrivait �
�Nous avons d�ej�a not�e que les distances aj � aj��� par lesquelles x est suppos�e
cro��tre successivement� doivent �etre prises tr�es petites pour que les valeurs corres	
pondantes f�aj���� f�aj�� ne di��erent �a leur tour gu�ere l�une de l�autre � �a partir
de cela� il faut juger si les intervalles a� � a� a� � a�� � � � doivent �etre pris �egaux
ou in�egaux� En fait� l�a o�u la valeur de f�x� ne change gu�ere lorsque x varie�
l�intervalle par lequel x cro��t peut �etre pris grand sans danger� D�autre part� l�a
o�u des changements peu importants de x conduisent �a des variations violentes de
f�x�� on devra prendre l�intervalle tr�es petit
� �Cit�e dans Mawhin ������

Or� c�est vrai non seulement pour le calcul pratique� mais aussi pour les questions
th�eoriques� quand on a a�aire a des fonctions qui pr�esentent des irr�egularit�es vrai�
ment tres violentes� Comme le dit Borel ��� �� � �Un caract�ere important de cette
d�e�nition �de Riemann� est le suivant � la division en intervalles est enti�erement
ind�ependante des propri�et�es de la fonction � si l�on consid�ere deux fonctions di��e	
rentes� on prendra pour ces fonctions les m�emes intervalles� c�est	�a	dire qu�on leur
appliquera un proc�ed�e de calcul uniforme� C�est �evidemment l�a un grand avan	
tage pour le calcul� Mais c�est en m�eme temps un inconv�enient � un tel proc�ed�e�
qui ne tient pas compte des propri�et�es particuli�eres de la fonction �a laquelle il
s�applique� peut �etre compar�e �a ces v�etements confectionn�es qui ne sauraient �etre
exactement ajust�es� surtout s�il s�agit d�habiller un individu di�orme � certaines
fonctions singuli�eres ont pu �etre justement compar�ees aux types monstrueux de
la biologie
�

La solution est la � remplacer dans la d�e�nition de Cauchy et Riemann la constante

��� Reproduit dans ���� pp� ����
����� La citation est p� ����� Cit�e aussi dans Mawhin �����
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 par une fonction dont on peut adapter les propri�et�es �a celles de la fonction f �a
int�egrer � ne garder que les subdivisions qui adherent au plus pres au graphe de
la fonction� en suivant ses irr�egularit�es� D�ou les d�e	nitions que voici�

���� D�e�nition�s��

D�e�nition 
��
 � Une subdivision point�ee �s�p�� d�un intervalle I � �a� b�
�a � b� de R est un ensemble �ni P � f�x�� I��� � � � � �xn� In�g� o�u I�� � � � � In
sont des intervalles de I� d�int�erieurs disjoints deux �a deux� dont la r�eunion
est I� et o�u �i� xi est un point de Ii�

�� On note ��I� la longueur d�un intervalle I

�� On appelle jauge sur un segment I de R une application  � I � R�� �

�� �Etant donn�e une jauge  sur I� une s�p� f�x�� I��� � � � � �xn� In�g de I sera
dite ��ne selon la jauge 
 ou� pour le dire plus vite� 	�ne si pour tout i
dans f�� � � � � ng� ��Ii� � �xi��

On voit que la jauge contr�ole la taille des intervalles de la subdivision � d�ou son
nom� Avant d�aller plus loin� il faut v�eri	er une petite chose toute b�ete� mais sans
laquelle tout cela n�aurait guere d�int�er�et �

Proposition 
��
 Pour toute jauge � il existe des s�p� 	�nes�

Preuve� Borel�Lebesgue�

Maintenant� encore quelques d�e	nitions �

D�e�nition 
�� �Etant donn�e une fonction f sur I� �a valeurs r�eelles� et une s�p�
P � f�x�� I��� � � � � �xn� In�g de I� on note �

S�f� P � �
nX
i��

f�xi���Ii�

��Somme de Riemann
 de f relative �a P ��

�� Tout ce qui suit est assez succint� Pour plus de d�etails� cf� par exemple mes esquisses de
cours  l	int�egrale simple! et  l	int�egrale de Riemann compl�ete!� ou ����� ���� � � � Pour d	autres
r�ef�erences� me contacter�
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D�e�nition 
��� Soit I un intervalle de R� compact�

� Une fonction f � I � R est dite int�egrable au sens de Riemann compl�et�e
�RC	int�egrable� sur I s�il existe un r�eel J tel que� pour tout � � �� il existe
une jauge  � I � R�� t�q� pour toute s�p� P 	�ne de I� on ait �

jJ � S�f� P �j � �� ���

J est alors unique� on le note

Z
I

f�t�dt � J�

�
R b
a
f�t�dt si I � �a� b�� et on l�appelle l�int�egrale �de Riemann compl�ete� de

f sur I� �On d�e�nit aussi alors
R a
b
f�t�dt � � R b

a
f�t�dt��

�� Une jauge satisfaisant aux conditions ci	dessus sera dite adapt�ee �a f sur I
�a la pr�ecision �� ou� plus bri�evement � �	adapt�ee �a f sur I�

Cette d�e	nition est due ind�ependamment a Kurzweil ��
��� et a Henstock ��
����
On voit que la seule di��erence par rapport a la d�e	nition de l�int�egrale de Rie�
mann� est qu�on a remplac�e le r�eel  � � par une fonction  a valeurs � �� et
qu�on a adapt�e en cons�equence la notion de subdivision point�ee �	ne�
Ce tout petit changement devrait r�epondre a nos attentes� et il le fait� L�int�egrale
RC� non seulement d�epasse l�int�egrale de Riemann� et permet comme pr�evu d�in�
t�egrer x� x��	� sur ��� �� et la caract�eristique des rationnels sur tout segment �cf�
plus loin�� mais elle contient aussi l�int�egrale de Lebesgue� l�int�egrale de Newton
� en fait elle est �equivalente a l�int�egrale D� de Denjoy� tout en �etant beaucoup
plus commode a d�e	nir � quiconque comprend la d�e	nition usuelle de l�int�egrale
de Riemann� comprend ipso facto celle de l�int�egrale de Riemann complete�


���
 Premi�eres propri�et�es

Toutes les propri�et�es basiques sont v�eri	�ees�
Pour donner juste deux exemples de d�emonstrations dans la th�eorie de Riemann
complete� je vais prouver que l�int�egrale contient l�antid�erivation� et le th�eoreme
de convergence monotone�

Th�eor�eme 
��
 Soit a � R� soit f continue et d�erivable sur un intervalle ouvert
I � a� born�e� Alors �x � I� f � est int�egrable sur �a� x� et

R x
a
f ��t�dt � f�x��f�a��
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Preuve�
Soit � � �� Pour tout x � I� il existe �x� � � tel que �y� z � I� si y � x � z et
z � y � �x�� alors ���f�z�� f�y�� �z � y�f ��x�

��� � ��z � y�

��I�

On a alors� pour toute s�p� �	ne de �a� x��

���f�x�� f�a�� S�f �� P �
��� �

���
nX
i��

�
f�ai�� f�ai���� �ai � ai���f

��xi�
����

� �

x� a

nX
i��

�ai � ai��� � ��

���

D�ou le r�esultat�
Comme on le voit� la preuve n�est qu�un recopiage de la preuve classique de Cau�
chy� Elle est m�eme plus simple que pour l�int�egrale de Cauchy ou de Riemann�
car on n�a pas besoin de minorer  en invoquant Heine�Borel�Lebesgue �le fameux
point qui avait �echapp�e a Cauchy� � la d�e	nition de l�int�egrabilit�e RC s�accom�
mode tres bien des  non minor�ees par un nombre � � �elle est faite pour cela %��
contrairement a la d�e	nition de l�int�egrale C �ou R��

Le th�eor�eme de convergence monotone�

Th�eor�eme 
�� Soient I un intervalle de R �born�e ou non�� et fn � I � R

�n � ��� f � I � R des applications telles que �

� toutes les fn sont RC	 int�egrables sur I �

�� la suite �fn� est monotone et converge �simplement� vers f sur I�

Alors f est RC	 int�egrable sur I ssi la suite des
R
I
fn converge� et dans ce casR

I
f � limn��

R
I
fn�

Preuve Quitte a changer le signe� on se ramene au cas ou la suite �fn� est crois�
sante� L�une des implications est �evidente � si f est RC�int�egrable� la suite �crois�
sante� des

R
I
fn est major�ee par

R
I
f � donc converge� Pour montrer la r�eciproque�

il su�t d��ecrire� pour P � f�x�� I��� � � � � �xn� In�g une s�r� P de I �

���S�f� P �� �
��� �

nX
i��

���f�xi�� fM�xi	�xi�
�����Ii�

�
���

nX
i��

�
fM�xi	�xi���Ii��

Z
Ii

fM�xi	�t�dt

� ����
���

nX
i��

Z
Ii

fM�xi	�t�dt� �
����

���
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Des trois termes du second membre� le premier est major�e par �jIj� le dernier
par � et pour majorer le deuxieme� on choisit pour chaque k � N une jauge
k qui soit ��k�adapt�ee a fk� et �x � I on prend �x� � M�x	�x�� �C�est cela
qui ne marcherait pas pour l�int�egrale de Riemann � m�eme si les jauges k sont
constantes�  ne l�est pas en g�en�eral� et aucune jauge constante ne pourrait la
remplacer�� Alors� si P est � 	ne� pour tout k de N a � t�q� ��k� �� � la famille
�xi� Ii�i���k	 est �	ne et on voit facilement en la compl�etant en une subdivision
que le deuxieme terme est � ��� par exemple�

Quelques exemples

�� La fonction x� x��	� �compl�et�ee comme on veut en �� est RC� int�egrable
sur ��� ��� En e�et c�est la limite croissante de ses restrictions aux intervalles
� �
n
� �� �prolong�ees par � partout ailleurs�� et la suite des int�egrales de celles�ci

converge�

�� La caract�eristique des rationnels est RC� int�egrable sur ��� �� �par exemple��
car c�est la limite croissante des fm�x� � limn��� jcos ��
m%x�jn� qui sont
elles�m�emes RC�int�egrables �et d�int�egrale nulle�� vu la relation de Chasles
et le fait que �m� fm est nulle sur les intervalles � k

�m�
� k��
�m�

��

On a le m�eme th�eoreme de convergence �encadr�ee� que pour l�int�egrale de Denjoy�

Les fonctions absolument int�egrables
La valeur absolue d�une fonction RC�int�egrable n�est pas n�ecessairement RC�
int�egrable�

Exemple 
��
 La fonction f d�e�nie sur ��� �� par f��� � � et

�n � N� � �x �� �

n � �
�
�

n
�� f�x� � ����n��n

est RC	int�egrable sur ��� �� �et son int�egrale est
P

n��
���	n��
n��

�� Sa valeur absolue
n�est pas RC	int�egrable�

Les fonctions qui sont ainsi �non absolument RC�int�egrables� sont toujours des
int�egrales que� dans la th�eorie de Lebesgue� on consid�ererait comme impropres
et non absolument convergentes � � a ceci pres qu�elles seraient g�en�eralement
impropres en tout point d�un ensemble nulle part dense �a peu pr�es quelconque % Il

��� Une fonction RC
int�egrable born�ee est absolument RC
int�egrable�
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faudrait donc leur appliquer le proc�ed�e de Cauchy �et� en fait� aussi celui d�Har�
nack� un nombre trans	ni de fois �souvenez�vous de la construction de Denjoy�
� � �
L��etude des fonctions absolumentRC�int�egrables a son propre int�er�et� exactement
comme celle des s�eries �ou des int�egrales impropres� absolument convergentes� �En
fait� ce sont exactement les fonctions L	int�egrables � cf� ��
���

Remarque 
��
 La d�e�nition ��� et les th�eor�emes de convergence restent va	
lables sur un intervalle non born�e �i�e� si a � �� et ou b � ���� �a condition
de ne pas tenir compte des intervalles non born�es de la subdivision dans le cal	
cul des sommes de Riemann� Cela signi�e que� dans le calcul de S�f� P �� on doit
remplacer ��Ii� par � quand Ii n�est pas born�e� On appelle cela la longueur e!cace
de Ii�

Mesures � comparaison avec Lebesgue� Dans la th�eorie RC� on dit qu�une
partie E de R est mesurable si pour tout intervalle born�e I la fonction carac�
t�eristique 
jE	I est RC�int�egrable sur R� L�int�egrale s�appelle alors la mesure
de E  I� Si on prend In � ��n��n� �n � ��� les fonctions caract�eristiques des
E  In forment une suite croissante qui converge vers la caract�eristique de E�
Donc� par convergence monotone� la caract�eristique de E est RC�int�egrable �on
dit � E est de mesure 	nie� ssi la suite des mesures des E  In est convergente�
et alors l�int�egrale est la limite � on l�appelle la mesure de E� �On obtiendrait la
m�eme condition� et la m�eme limite� avec n�importe quelle autre suite exhaustive
de born�es mesurables de R� comme le montre un simple shu"ing des deux suites��
Si E n�est pas de mesure 	nie� on dit que la mesure de E est in	nie�
L�additivit�e complete est imm�ediate�
La mesure ainsi d�e	nie est exactement la mesure de Lebesgue �cf� les chapitres �
et � de ��
���
Une application f � R � R est dite int�egrable sur E ssi 
jEf est RC�int�egrable
sur R� et alors on note

R
E
f �

R
R

jEf Ce n�est pas parce qu�une fonction f est

int�egrable sur une partie E qu�elle l�est sur toute sous�partie �m�eme mesurable�
de E�
Par exemple la fonction f de l�exemple ����� dont on a vu qu�elle est RC�
int�egrable sur ��� ��� ne l�est pas sur la partie mesurable �k��� �

�k��
� �
�k��

�� a cause
de la divergence de la s�erie harmonique�

���� L�int�egrale RC dans Rn

On remplace les intervalles par des pav�es� On note ��I� la longueur e�cace de I�
i�e� la longueur de son c�ot�e le plus long s�il est born�e� � sinon� Une subdivision
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point�ee riemannienne est �	ne si chaque Ii est inclus dans le pav�e de centre xi
dont tous les c�ot�es sont de longueur ��Ii�� La d�e	nition de l�int�egrabilit�e RC est�
a part cela� exactement la m�eme�
Les nouveaut�es dans Rn sont les problemes d�int�egrations successives �Fubini��
de changements de variables dans les int�egrales multiples� et l�analogue du TF
�Stokes�� Pour le th�eoreme de Fubini� on a l��enonc�e le plus satisfaisant qu�on
puisse raisonnablement esp�erer �cf� ��
�� ����� � c�est le m�eme �enonc�e que pour
Lebesgue� mais valable m�eme pour les fonctions non absolument int�egrables� Par
contre� pour le TF et la formule de changement de variables �qui �etaient valable
dans R sous des hypotheses si g�en�erales�� les �enonc�es qu�on trouve dans la lit�
t�erature ne sont pas meilleurs que pour l�int�egrale de Lebesgue � la formule de
changement de variables est valable pour des int�egrands absolument int�egrables�
i�e� L�int�egrables� et c�est exactement le th�eoreme de Lebesgue # le th�eoreme de
Stokes s��enonce pour des cha�!nes et des formes C�� donc la ce n�est pas mieux
qu�avec l�int�egrale de Riemann�

���� L�int�egrale RC et l�int�egration abtraite

Le point de vue de Lebesgue �une int�egrale d�e	nie par une th�eorie de la mesure�
permettait des g�en�eralisations abstraites� Henstock ���� pose les bases d�une th�eo�
rie g�en�erale de l�int�egration dans le point de vue de Riemann�
A priori� le point de vue de Riemann est inf�erieur a celui de Lebesgue� car il
repose de fa$con essentielle sur la notion particuliere d�intervalle de subdivision
ou� dans Rn � de pav�e�
Toutefois� Henstock a r�epertori�e les propri�et�es des pav�es qui sont utiles pour
l�int�egrale� et les a �erig�ees en axiomes� obtenant la notion abstraite �d�espace
de division�� Cette th�eorie est r�ecente ��

��� mais peut��etre permettra�t�elle de
donner au point de vue de Riemann une force et une g�en�eralit�e comparables a
celui de Lebesgue�

�� Pour �nir � quelques variantes de l�int�egrale

RC

���� McShane

Dans ���� �cf� aussi ������ E� J� McShane� inspir�e par les id�ees de Kurzweil et Hen�
stock sur l� �int�egrale de Riemann complete�� propose une variante � dans la d�e	�
nition des sommes de Riemann� on supprime l�hypothese que xi � �ai��� ai�� �Une
subdivision point�ee est alors dite �	ne si �i� d�Ii � fxig� � �xi�� ou d�Ii � fxig�
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est le diametre de Ii � fxig�� On demande donc que l�in�egalit�e ��� ait lieu pour
une plus vaste classe de subdivisions point�ees � c�est plus restrictif que pour l�int�e�
grale RC� il y aura donc moins de fonctions int�egrables� En fait� McShane prouve
qu�une fonction f est int�egrable en son sens ssi f et jf j sont RC�int�egrables�
i�e� ssi f est L�int�egrable � l�int�egrale de McShane est �equivalente a l�int�egrale de
Lebesgue�

Il existe d�autres variantes de l�int�egrale RC� dont certaines se situent entre celle
de Lebesgue et celle de Riemann complete� Je n�en citerai qu�une �

���� Bongiorno

Bongiorno ��� ��

�� construit l�int�egrale la plus faible actuellement connue parmi
celles qui contiennent celle de Lebesgue et celle de Newton # contrairement a
l�int�egrale RC �i�e� D�� elle ne contient pas l�int�egrale impropre de Riemann�
Sa d�e	nition est une variante de celle de McShane� mais on ne garde que les
subdivisions qui possedent une propri�et�e suppl�ementaire � on est donc moins exi�
geant que pour l�int�egrale de McShane ��Lebesgue�� et il y a plus de fonctions
int�egrables�
Bongiorno dit qu�une subdivision point�ee P � f�x�� I��� � � � � �xn� In�g d�un inter�
valle �a� b� �N�B� on ne demande pas que xi � Ii� est �	�� contr�ol�ee �� � �� si
c�P � � �	�� ou c�P � �

P
i d�Ii � fxig� �d � le diametre�� et �

D�e�nition 

�
 Une fonction f d�e�nie sur �a� b� est int�egrable au sens de Bon	
giorno �B	int�egrable� s�il existe un r�eel J tel que� pour tout � ���� �b � a����� il
existe une jauge  sur �a� b� telle que pour toute subdivision point�ee P de �a� b�
	�ne et �	�	contr�ol�ee� l�in�egalit�e ��� soit satisfaite�

Pour bien comprendre d�ou vient la condition d��	��contr�olabilit�e� voyons com�
ment elle intervient dans la preuve que toute d�eriv�ee est B�int�egrable� Soit donc
F � �a� b� � R d�erivable� �x � �a� b�� soit �x� � � t�q� �y � �a� b� n fxg�
jy � xj � �x� �	

���F �y	�F �x	
y�x � F ��x�

��� � ��	�� Alors� pour P �	ne et �	��

contr�ol�ee�

���X
i

F ��xi���Ii�� �F �b�� F �a��
��� �X

i

���F ��xi���Ii�� �F �ai�� F �ai����
���

� ��
X
i

d�Ii � fxig� � ��
���
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Tous les th�eoremes usuels de l�int�egrale RC sont valables pour l�int�egrale B�
Par exemple� pour les th�eoremes de convergence monotone et encadr�ee� il su�t
de remarquer que les fonctions f � fn �ou fn � g et h � fn� et leurs limites�
�etant B�int�egrables� sont RC�int�egrables� et comme elles sont positives� elles sont
mesurables et L�int�egrables � on peut donc appliquer les th�eoremes de la th�eorie
de Lebesgue� et puisque les L�int�egrales de ces fonctions co !ncident avec leurs
int�egrales de McShane� et donc avec leurs int�egrales de B� les deux th�eoremes
sont valables pour l�int�egrale B %

Bongiorno donne une d�e	nition descriptive de son int�egrale � disons qu�une fonc�
tion F est ACc sur une partie E de �a� b� si elle est continue et que ��� �� et
une jauge  t�q� la variation totale de F sur les partitions partielles �	nes �	��
contr�ol�ees a points dans E et de mesure � �� est inf�erieure a �� Il dit que F est
ACGc sur �a� b� si �a� b� est r�eunion d�une suite de parties mesurables sur lesquelles
F est ACc� Alors � une fonction f est B�int�egrable sur �a� b� ssi existe une fonction
F ACGc sur �a� b� t�q� �x � �a� b�� F �x�� F �a� �

R x
a
f�t�dt�

���� Une variante en dimension � �

Pfe�er ��

�� ���� d�e	nit dans Rn une int�egrale qui permet d�avoir le th�eoreme de
Gauss�Green�Ostrogradski �i�e� la formule de Stokes pour d� de degr�e maximum�
dans probablement tous les cas ou on sait actuellement lui donner un sens� C�est
une int�egrale de type RC�
�Notons en passant que quand on la d�e	nit dans R� l�int�egrale de Pfe�er se place
strictement entre celle de Bongiorno et la RC� et elle contient la R�int�egrale
impropre� En fait� la question que se posait Bongiorno �etait justement de des�
cendre� plus bas que l�int�egrale de Pfe�er� vers l�int�egrale minimale contenant les
int�egrales L et N ��
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