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Le but de cet article est de montrer aussi ��el�ementairement� que possible que les th�eor�emes de con�
vergence domin�ee et de convergence monotone peuvent s�adapter au cadre d�une th�eorie de l�int�egrale de
Riemann� Ces th�eor�emes� couramment attribu�es �a Lebesgue� semblent d	us �a Arzel�a et Osgood� Notre travail
est largement inspir�e de l�article 
�� de J� Lewin paru dans la revue American Mathematical Monthly�

Nous consid�ererons comme connue l�int�egrale des fonctions continues par morceaux sur un segment

a� b� on construit cette int�egrale tr�es facilement �a partir de l�int�egrale des fonctions en escalier par exemple�

on peut consid�erer que l�int�egrale d�une telle fonction f est la borne sup�erieure des int�egrales
R b

a
��t� dt des

fonctions en escalier � sur 
a� b� qui sont domin�ees par f� Nous noterons
R
�a�b�

f �
R b

a
f�t� dt l�int�egrale de

la fonction f�
Il n�est pas sans int�er	et de r�e��echir un peu sur la nature de l�int�egrale des fonctions en escalier� Celle�

ci est une �forme lin�eaire positive�� On pourrait sans di�cult�e la remplacer par une autre forme lin�eaire
positive� obtenue par exemple en alt�erant la notion de longueur d�intervalle� On voit alors que l�int�egrale de
Stieltjes ne serait pas beaucoup plus di�cile �a traiter que celle de Riemann� avec des r�esultats tout �a fait
analogues �il faut quand m	eme modi�er le lemme ���

Par la suite� nous traiterons aussi le cas des int�egrales sur un intervalle ouvert �en nous limitant
toujours aux fonctions continues par morceaux�� Nous poserons ainsi que

�i� une fonction f est int�egrable sur un segment I si elle y est continue par morceaux�

�ii� une fonction f est int�egrable sur un intervalle quelconque I si elle y est continue par morceaux�

et que les int�egrales
R
J
jfj sont major�ees� J d�ecrivant l�ensemble des segments inclus dans I�

En ce qui concerne l�int�egrale d�une telle fonction f� on peut la d�e�nir� dans le cas o�u f est positive�
comme la borne sup�erieure des int�egrales sur les segments inclus dans I� Dans le cas g�en�eral� il su�t de
d�ecomposer la fonction en parties positive� n�egative� r�eelle� imaginaire� Les int�egrales dites impropres �et
�semi�convergentes�� sont donc exclues de cette discussion�

Partie A � Pr�eliminaires �a propos des ensembles �el�ementaires

Pour d�evelopper les th�eor�emes de Lebesgue� il est n�ecessaire d�int�egrer des fonctions sur des ensembles
qui sont des unions �nies d�intervalles quelques renseignements sur ces ensembles ��el�ementaires� et leurs
mesures nous seront utiles� On conviendra que les fonctions en escalier sur R sont toujours �a support compact
�c�est��a�dire� nulles hors d�un segment��

x�� Notion d�ensembles �el�ementaires�

D�EFINITION ��
o

Soit A une partie de R� On dit que c�est un sous�ensemble �el�ementaire de R si c�est
l�ensemble vide ou une union �nie d�intervalles born�es� disjoints�

PROPOSITION ��
o

Une partie A de J est �el�ementaire si et seulement si �A� la fonction caract�eristique de A�
est en escalier sur R�

D�emonstration� Il su�t de remarquer que cet �enonc�e est vrai pour les intervalles� puis que l�ensemble des
fonctions en escalier est un espace vectoriel �si E et F sont disjoints on a en fait �E � �F � �E�F�� �
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COROLLAIRE ��
oooo

Si A et B sont deux ensembles �el�ementaires� alors A � B� A � B et A n B sont aussi �el�e�
mentaires� En d�autres termes� la famille des ensembles �el�ementaires forme un clan de parties de
R�

D�emonstration� il s�agit d�op�erations tr�es simples sur les fonctions caract�eristiques�

�A�B � �A�B� �AnB � �A � �A�B� �A�B � �A � �B � �A�B �

COROLLAIRE �� Toute union �nie d�intervalles est un ensemble �el�ementaire�

Notons en�n que la d�ecomposition �minimale� d�un ensemble �el�ementaire en union d�intervalles disjoints
n�est autre que sa d�ecomposition en composantes connexes� D�autre part� une cons�equence de la d�e�nition
est que les parties �nies sont consid�er�ees comme �el�ementaires�

x�� Mesure sur les ensembles �el�ementaires�

D�EFINITION ��
oo

Soit A un ensemble �el�ementaire� On appelle mesure de A le nombre m�A� �
R
J
�A� J

d�esignant un intervalle born�e contenant A�

PROPOSITION FONDAMENTALE�

o
Si A et B sont deux ensembles �el�ementaires disjoints alors m�A � B� �

m�A� �m�B��

D�emonstration� C�est une simple int�egration de la formule �A�B � �A � �B� �

Reconnaissons que notre d�e�nition n�est pas tr�es intuitive elle a cependant le m�erite d�	etre e�cace et non
ambigu�e� Bien entendu� elle est compatible avec la d�e�nition �physique��

PROPOSITION ��
oooooo

Soit A �
nS
k��

Ik un ensemble �el�ementaire� les intervalles Ik �etant disjoints� On a alors

m�A� �
nP
k��

m�Ik��

D�emonstration� On a �A �
nP
k��

�Ik et il su�t d�int�egrer cette �egalit�e� �

Nous trouverons parfois un certain avantage �a travailler avec des ensembles ouverts� Comme l�int�egrale
d�une fonction en escalier ne d�epend pas de sa valeur aux points de discontinuit�es� on a pour tout ensemble

�el�ementaire A la formule m�A� � m�
�
A ��

COROLLAIRE ��
o

Si A et B sont deux ensembles �el�ementaires n�ayant qu�un nombre �ni de points communs
la formule m�A � B� � m�A� �m�B� est vraie�

D�emonstration� il su�t de prendre les int�erieurs� �

COROLLAIRE � CROISSANCE DE LA MESURE�

o
Si C et D sont des ensembles �el�ementaires tels que C � D

alors m�C� � m�D��

D�emonstration� A � C nD est encore �el�ementaire� et disjoint de D� �

COROLLAIRE � SOUS�ADDITIVIT�E DE LA MESURE�

ooooooooo

Si A et B sont des ensembles �el�ementaires alors

m�A � B� �m�A � B� � m�A� �m�B�

et en particulier m�A � B� � m�A� �m�B��

D�emonstration� On a �A�B � �A�B � �A � �B� �



�

x�� La mesure int�erieure�

LEMME ��
o

Soit un ensemble �el�ementaire E� Pour tout � � � il existe un compact �el�ementaire K inclus dans
E tel que m�K� � m�E�� � �

D�emonstration� Il su�t de �r�etr�ecir� un peu les intervalles non r�eduits �a des points qui constituent E�
pour une diminution de longueur arbitrairement petite et les intervalles r�eduits �a des points peuvent 	etre
ignor�es� �

D�EFINITION ��
ooooooooo

Soit A une partie born�ee de R� On appelle mesure int�erieure de A la borne sup�erieure
des mesures des ensembles �el�ementaires inclus dans A � Ce qui sera not�e�

m��A� � Supfm�E� � E �el�ementaire� E � Ag

Notons que la mesure int�erieure d�un ensemble d�int�erieur vide est nulle� et que la mesure int�erieure d�un
ensemble �el�ementaire est �egale �a sa mesure ordinaire�

LEMME DE CONTINUIT�E D�ECROISSANTE DE LA MESURE INT�ERIEURE�

oooo

Soit une suite �An� de parties
born�ees de R� d�ecroissante pour l�inclusion� et d�intersection vide� Alors la suite �n � m��An�
d�ecro�	t et tend vers 
�

D�emonstration� Pour commencer� m��An��� est la borne sup�erieure des mesures d�ensembles �el�ementaires
E inclus dans An��� donc dans An ceci entra	�ne aussit	ot que m��An��� � m��An� �
Supposons que la suite ��n� ne tende pas vers �� et notons � la limite de la suite ��n�� Il existe par d�e�nition
un ensemble �el�ementaire En inclus dans An et tel que m�En� � �n � �

	n��
et il existe �par le lemme �� un

compact �el�ementaire Hn inclus dans En et tel que m�Hn� � m�En�� �

	n��
 d�o�u m�Hn� � �n � �

	n��
� �

il n�est donc pas vide� Posons Kn �
nT
i��

Hi c�est une suite d�ecroissante de compacts et on a Kn � Hn � An�

donc
T
Kn � T

An � � un th�eor�eme bien connu de Topologie assure qu�alors l�un des Kn doit 	etre vide�
Consid�erons �a pr�esent� pour cette valeur de n� un sous�ensemble �el�ementaire V de An un �el�ement de V

n�appartient pas simultan�ement �a tous les Hi pour 
 � i � n puisque Kn � � � On peut donc �ecrire

V �
S
V n Hi � Les ensembles V n Hi sont �el�ementaires� donc on a m�V� �

nP
i��

m�V n Hi� � On a aussi

�V nHi��Hi � An� donc m�V nHi� �m�Hi� � �n d�o�u m�V nHi� � �n �m�Hi� � �i �m�Hi� �
�

	i��
� En

sommant on a m�V��
nP
i��

�

	i��
�

�

	
� Il en r�esulte que � � �n � Supm�V��

�

	
� ce qui est absurde� �

Partie B � Les th�eor�emes de Lebesgue

x�� Convergence born�ee�

D�EFINITION ��
ooo

On dit qu�une suite de fonctions �fn� int�egrables sur un intervalle I converge en moyenne

vers une fonction f int�egrable sur I si
R
I
jfn � fj tend vers 
�

PROPOSITION ��
ooooooooooo

La convergence en moyenne d�une suite �fn� de fonctions int�egrables entra�	ne la conver�
gence de la suite des int�egrales� c�est��a�dire

R
I
f �

R
I
lim
n��

fn � lim
n��

R
I
fn �



� Th�eor�emes de Lebesgue pour l�int�egrale de Riemann

TH�EOR�EME DE CONVERGENCE BORN�EE�

ooooooo

Soit �fn� une suite de fonctions �a valeurs r�eelles ou complexes
continues par morceaux sur J � 
a� b�� telle que �fn� converge simplement sur J vers une fonction f

continue par morceaux sur J� et qu�il existe une constante M � � v�eri�ant jfn�x�j �M pour tout entier
n et tout x � J� alors la suite �fn� converge en moyenne vers f sur J�

D�emonstration� Introduisons gn � jfn � fj � Cette suite de fonctions a les qualit�es suivantes� les gn sont
positives� continues par morceaux� tendent simplement vers �� et sont uniform�ement born�ees sur J par 	M �

Soit � � � et An � fx � J � �i � n� gi�x� �
�

��b�a�g � Ceci d�e�nit une suite �An� de parties de J et il

est clair que c�est une suite d�ecroissante �un �el�ement x de J a �moins de chances� d�appartenir �a An�� qu��a
An�� De plus� si x appartient �a J il existe un rang n��x� tel que pour n � n� on ait gn�x� �

�
��b�a�

� gr	ace �a

la convergence simple de la suite� Il en r�esulte que x ne se trouve pas dans An�  en cons�equence�
T
An est

vide�
Nous pouvons alors appliquer le principe de d�ecroissance de la mesure int�erieure �a cette suite d�ensembles

ainsi� la mesure int�erieure de An sera inf�erieure �a �
�M pour n assez grand �n � n�� soit un tel entier n �x�e

d�esormais�
D�autre part� soit une fonction s en escalier telle que s � gn� Soit alors E � fx � J � s�x� � �

��b�a�
g

comme s est en escalier� E est un ensemble �el�ementaire et il est clairement inclus dans An � On a donc
m�E� � �

�M
� L�ensemble F � J n E est aussi �el�ementaire� Au total� on a

R
J
s �

R
E
s�

R
F
s � m�E�� 	M�m�F� � �

��b�a� �
�
� � �

� �

Passant �a la borne sup�erieure �s d�ecrivant l�ensemble des fonctions en escalier domin�ees par f�� il vientR
J
gn � � � Ainsi�

R
J
gn tend vers �� ce qu�il fallait� �

Une cons�equence imm�ediate appara	�t� � �

TH�EOR�EME DE CONVERGENCE MONOTONE�

oooooooooo

Soit �fn� une suite croissante de fonctions �a valeurs r�eelles
continues par morceaux sur J convergeant simplement sur J vers une fonction f continue par morceaux
sur J � Alors on a R

J
f � Sup

n

R
J
fn � lim

n

R
J
fn �

x�� Convergence domin�ee�

A partir de maintenant nous consid�erons des int�egrales sur un intervalle I ouvert�

TH�EOR�EME DE CONVERGENCE DOMIN�EE�

ooooooooooooooooooo

Soit �fn� une suite de fonctions �a valeurs r�eelles ou com�
plexes continues par morceaux sur I et � une fonction continue par morceaux� positive et int�egrable
sur I� Si �fn� converge simplement sur I vers une fonction f continue par morceaux sur I et si� pour
tout entier n� on a la domination jfnj � �� alors f est int�egrable sur I et la suite �fn� converge en
moyenne vers f� et� en cons�equence� la formule d�interversion a lieu�

R
I
f �

R
I
lim
n

fn � lim
n

R
I
fn �

D�emonstration� L�int�egrabilit�e de fn provient de la domination par �� La relation de domination passe �a la
limite simple et montre que jfj � � en cons�equence� f est int�egrable sur I� Puis on consid�ere un segment J
inclus dans I� On a

R
I
jf� fnj �

R
InJ

jf� fnj�
R
J
jf� fnj �

R
InJ

	��
R
J
jf� fnj �

L�int�egrabilit�e de � permet de majorer la premi�ere int�egrale par �

	
pour J bien choisi� A ce moment� la suite

�f� fn� converge vers � sur le segment J en �etant born�ee par 	k�k� �� est suppos�ee continue par morceaux
sur J� donc elle y est born�ee�� Le r�esultat en d�ecoule par le th�eor�eme de convergence born�ee �sur J�� �



�

� Remarque� L�hypoth�ese de domination est essentielle faute de la v�eri�er� on peut avoir des contre�

exemples notoires� Ainsi� la suite de fonctions �fn� d�e�nie par fn�x� �
n j sin xj si x � 
n�� �n� 
���
� sinon

est

convergente vers � �la �bosse� part �a l�in�ni� et a une int�egrale constante� Ici� la limite des int�egrales ne
vaut pas l�int�egrale de la limite�

x�� Convergences monotones�

TH�EOR�EME DE CONVERGENCE MONOTONE�

oooooooooooooooooo

Soit �fn� une suite croissante de fonctions �a valeurs r�eelles
continues par morceaux et int�egrables sur I convergeant simplement sur I vers une fonction f continue

par morceaux sur I� Alors f est int�egrable sur I si et seulement si la suite �
R
I
fn� est major�ee� Dans

ces conditions� la suite �fn� converge en moyenne vers f et on a

R
I
f � Sup

n

R
I
fn � lim

n

R
I
fn �

TH�EOR�EME D�INT�EGRATION DES S�ERIES POSITIVES�

ooooooooooooooooooooo

Soit �un� une suite de fonctions continues par mor�
ceaux �a valeurs r�eelles positives et int�egrables sur I� telles que la s�erie

P
un converge simplement sur I�

ayant pour somme une fonction u continue par morceaux sur I� Alors u est int�egrable si et seulement

si on a
��P
n��

R
I
un converge� dans ce cas� on a

R
I

��P
n��

un �
��P
n��

R
I
un �

Le premier th�eor�eme r�esulte du second� car si on a une suite �fn� croissante il su�t de poser un � fn� fn��

et u� � f� pour que l�on ait fn �
nP

p��

up avec up � ��

D�emonstration� On commence par traiter le cas o�u I est un segment alors� comme on l�a vu pr�ec�edemment� le
th�eor�eme de convergence monotone entra	�ne trivialement le th�eor�eme de convergence domin�ee� Le th�eor�eme
d�int�egration des s�eries positives en r�esulte dans ce cas�
Pour le cas g�en�eral� on va rattacher le th�eor�eme d�int�egration des s�eries positives au th�eor�eme d�interversion
des sommations pour les suites doubles sommables �dites �s�eries doubles��� Soit en e�et une suite croissante

�Jp� de segments dont l�union est I� Posons Kp � Jpn
�

Jp�� � Comme Jp est un intervalle� Kp est un segment

ou l�union de deux segments et on peut �ecrire
R
I
un �

�P
p��

R
Kp

un� Consid�erons par cons�equent la famille

de nombres r�eels positifs� unp �
R
Kp

un� Sa sommabilit�e peut 	etre vue aussi bien selon les lignes que les

colonnes� Or�
�P
n��

unp �
�P
n��

R
Kp

un �
R
Kp

�P
n��

un �
R
Kp

u

selon le th�eor�eme d�int�egration des s�eries positives sur un segment� Tout ceci est �ni parce que u est suppos�ee

continue par morceaux sur le segment Kp� Dans ces conditions� si u est int�egrable la s�erie
�P
p��

R
Kp

u converge�

la famille u est sommable et sa somme vaut

R
I
u �

�P
p��

R
Kp

u �
�P
n��

�P
p��

R
Kp

un �
�P
n��

R
I
un

ce qu�il fallait� Si la s�erie
�P
n��

R
I
un converge� la famille est encore sommable et u l�est� �



� Th�eor�emes de Lebesgue pour l�int�egrale de Riemann

x�� Int�egration terme �a terme de s�eries�

Nous consid�erons �a pr�esent des s�eries de fonctions �a valeurs r�eelles ou complexes�

LEMME ��
oooooooooooooooooooo

Soient  et ��n� des fonctions continues par morceaux sur un segment J� telles que

�i�  et les �n sont positives�

�ii� la suite ��n� est croissante�

�iii� on a pour tout x de J� �x� � lim
n

�n�x� limite �eventuellement in�nie��

�iv� la suite �
R
J
�n� est major�ee�

Alors on a
R
J
 � lim

n

R
J
�n�

D�emonstration� Introduisons les fonctions fn � Inf���n� il s�agit encore de fonctions continues par
morceaux et positives� La croissance de la suite ��n� se transmet �a la suite �fn� cependant� les fn sont
domin�ees par  qui est continue par morceaux� donc born�ee� Ainsi� la suite �fn� converge simplement
sur J� Montrons que la limite de la suite �fn� est pr�ecis�ement � Si ce n��etait pas le cas� on pourrait
avoir �x� � lim

n
fn�x� � fp�x� pour tout p� donc fp�x� � �p�x�� En passant �a la limite sur p� il vient

�x� � lim
p

�p�x�� en contradiction avec l�hypoth�ese �iii��

On a en�n
R
J
fn �

R
J
�n� donc la suite des int�egrales des fn est major�ee� Ce sont l�a toutes les hypoth�eses

requises pour l�application du th�eor�eme de convergence monotone il en r�esulte que
R
J
fn tend vers

R
J
 tout

en restant plus petite que
R

�n� ce qui fournit la conclusion esp�er�ee� �

TH�EOR�EME D�INT�EGRATION DES S�ERIES DE FONCTIONS�

oooooooooooooooo

Soit �un� une suite de fonctions �a valeurs r�eelles
ou complexes continues par morceaux et int�egrables sur I telles que la s�erie

P
un converge simple�

ment sur I vers une fonction S continue par morceaux sur I� Alors si la s�erie
P
n

R
I
junj converge� S est

int�egrable sur I et R
I

����P
n��

un
�� �

��P
n��

R
I
junj�

R
I

��P
n��

un �
��P
n��

R
I
un �

D�emonstration� On choisit d�abord un segment J � I� Choisissons un entier p et posons �x� �
�� �P
n�p

un
�� et

�n �
nP

k�p

jukj� dans le but d�appliquer le lemme pr�ec�edent� La fonction  est bien continue par morceaux�

comme di��erence entre la somme compl�ete S et une somme partielle de la s�erie des un� Les hypoth�eses �i� et
�ii� sont imm�ediatement v�eri��ees� L�hypoth�ese �iii� provient d�un passage �a la limite �dans R� sur l�in�egalit�e
triangulaire� L�hypoth�ese �iv� est en�n vraie car

R
J
�n �

nP
k�p

R
J
jukj �

nP
k�p

R
I
jukj �

�P
k�p

R
I
jukj �

Le lemme assure alors que R
J

�� �P
k�p

uk
�� �

�P
k�p

R
J
jukj �

�P
k�p

R
I
jukj �

Comme  a des int�egrales sur les sous�segments de J qui sont major�ees� elle est int�egrable sur I et son

int�egrale v�eri�e
R
I

�� �P
k�p

uk
�� �

�P
k�p

R
I
jukj � En prenant p � � on obtient la premi�ere moiti�e de la conclusion

attendue� D�autre part� lorsque p tend vers l�in�ni le membre de droite de cette in�egalit�e tend vers � �c�est

un reste de s�erie�� donc j
�P
k�p

uk
�� � j

�P
k��

uk �
p��P
k��

uk
�� tend aussi vers �� ce qui ach�eve la preuve� �



�

� Remarques et exemples� L�hypoth�ese de convergence de la s�erie
PR

I
jfnj est essentielle� En e�et�

si nous consid�erons la s�erie de fonctions continues sur R d�e�nie par fn�x� �
n
sin x si x � 
n�� �n� 
���
� sinon

�

la somme est la fonction sinus car la suite �fn�x�� est stationnaire� n�ayant qu�un seul terme �eventuellement
non nul mais la fonction sinus n�est pas int�egrable� Ici� l�hypoth�ese cruciale n�est pas v�eri��ee�
Un inconv�enient de ce th�eor�eme est qu�il ne s�appliquera jamais si la s�erie de fonctions n�est pas absolument
convergente dans l�int�erieur de I �mais pour le savoir il faut disposer de l��enonc�e analogue dans la th�eorie de

l�int�egrale de Lebesgue�� Ainsi� si l�on consid�ere
�P
n��

��
�n
x� n

sur I � 

� 	�� le pr�esent th�eor�eme ne s�applique

pas �et� e�ectivement� la s�erie des int�egrales des modules diverge�� alors que la s�erie converge uniform�ement
�elle est altern�ee et son reste se majore ais�ement�� donc permet l��echange de la somme de s�erie et de l�int�egrale�

Partie C � Quelques applications

x�� Continuit�e sous le signe
R
�

TH�EOR�EME ��
oooooooooooooooooooo

Soit f une fonction �a valeurs r�eelles ou complexes sur A� I� o�u A est une partie de Rm telle
que

�i� pour tout �el�ement x de A� la fonction t 	
 f�x� t� est continue par morceaux sur I�

�ii� pour tout �el�ement t de I� la fonction x 	
 f�x� t� est continue sur A�

�iii� il existe une fonction � continue par morceaux� positive� int�egrable sur I telle que jf�x� t�j � ��t�
pour tout �x� t� de A� I�

Alors la fonction g d�e�nie sur A par g�x� �
R
I
f�x� t� dt est continue�

D�emonstration� On applique le th�eor�eme de convergence domin�ee� L�int�egrabilit�e en t provient de la dom�
ination par � �donc g existe�� Exprimons la continuit�e de g sous forme s�equentielle� Choisissons un point
x de A et une suite �xn� d��el�ements de A� ayant pour limite x� Il convient de montrer que g�xn� tend vers

g�x�� Or� g�xn� �
R b

a
f�xn� t� dt posons fn�t� � f�xn� t�� ces fonctions sont int�egrables sur I par hypoth�ese�

et l�hypoth�ese de domination s��ecrit jfn�t�j � ��t�� La continuit�e partielle �en x �a t �x�e� montre que fn�t�
tend vers f�x� t�� Le th�eor�eme de convergence domin�ee fait le reste� �

x�� D�erivation sous le signe
R
�

TH�EOR�EME DE LEIBNIZ�

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

Soit A et I deux intervalles ouverts de R et f une fonction de A � I �a valeurs
r�eelles ou complexes� telle que

�i� pour tout �el�ement x de A� la fonction t 	
 f�x� t� est int�egrable sur I�

�ii� pour tout �el�ement t de I� la fonction x 	
 f�x� t� est d�erivable sur A�

�iii� pour tout �el�ement x de A� la fonction t 	
 �f

�x
�x� t� est continue par morceaux sur I�

�iii� et il existe une fonction � continue par morceaux� positive� int�egrable sur I telle que j �f
�x

�x� t�j �
��t� pour tout �x� t� de A� I�

Alors la fonction g d�e�nie sur A par g�x� �
R
I
f�x� t� dt est d�erivable sur A et

g��x� �
R
I

�f

�x
�x� t� dt �

Si� de plus� x 	
 �f

�x
�x� t� est continue sur A pour tout t �x�e� alors g est de classe C� sur A�
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D�emonstration� On applique la m	eme m�ethode� consid�erant la d�eriv�ee comme une limite d�un point de vue
s�equentiel� Il su�t de d�emontrer le th�eor�eme dans le cas o�u f est �a valeurs r�eelles� ce qui entra	�ne le cas o�u
f est �a valeurs complexes �par partie r�eelle et imaginaire��
La fonction g existe par l�hypoth�ese �i� du th�eor�eme� On choisit une suite �hn� de limite nulle et x � A� de
sorte que les segments 
x� x� hn� restent inclus dans A� On a

g�x� hn�� g�x�

hn
�
R
I

f�x � hn� t�� f�x� t�

hn
dt �

On consid�ere donc la suite de fonctions d�e�nie par un�t� �
f�x� hn� t�� f�x� t�

hn
� Le th�eor�eme des Accroisse�

ments Finis �applicable puisque la fonction f est partiellement d�erivable en x sur 
x� x � hn� par hypoth�ese
�ii�� montre qu�il existe z � 
x� x� hn� v�eri�ant

jun�t�j � j �f
�x

�z� t�j � ��t� �

Or� un est continue par morceaux comme t 	
 f�x� t� et int�egrable sur I �hypoth�ese �i��� La d�erivabilit�e
partielle de f au point �x� t� entra	�ne la convergence simple de la suite de fonctions �un� vers la d�eriv�ee

partielle �f

�x
�x� t�� Cette d�eriv�ee partielle est int�egrable sur I �c��etait �evident par la majoration par ��

hypoth�ese �iv�� le seul point non �evident� et qui doit �gurer en hypoth�ese� est la continuit�e de la d�eriv�ee
partielle� hypoth�ese �iii��� On peut donc appliquer le th�eor�eme de convergence domin�ee� qui nous apprend

que
g�x� hn�� g�x�

hn
tend vers

R
I

�f

�x
�x� t� dt� d�o�u le r�esultat� Pour la continuit�e il su�t d�appliquer le

th�eor�eme pr�ec�edent� �

x�� Formule de Fubini�

Sans pr�etendre b	atir une th�eorie de l�int�egrale double� on peut atteindre un r�esultat ��a la Fubini� avec les
outils pr�ec�edents� Nous supposons prouv�e que les sommes de Riemann d�une fonction continue par morceaux
sur un segment convergent vers son int�egrale�

TH�EOR�EME DE FICHTENHOLZ�

oooooooooooooooo

Soit une application f de 
a� b��
c� d� dans R ou C telle que les applications
partielles x 	
 f�x� y�� et y 	
 f�x�� y� soient continues par morceaux pour tous x� et y�� et que les

fonctions y 	

R b

a
f�x� y� dx et x 	


R d

c
f�x� y� dy soient continues par morceaux� Alors on a la formule

R d

c

�R b

a
f�x� y� dx

�
dy �

R b

a

�R d

c
f�x� y� dy

�
dx �

D�emonstration� Posons h � d� c� L�int�egrale g�x� �
R d

c
f�x� y� dy est limite de ses sommes de Riemann de

la forme Rn�x� �
h

n

n��P
k��

f�x� c � k
h

n
�� parce que la fonction partielle y 	
 f�x� y� est continue par morceaux

pour tout x� Chacune de ces sommes est manifestement une fonction continue par morceaux de la variable x�
en tant que combinaison lin�eaire� De plus� on a une majoration uniforme� jRn�x�j � hkfk�� Et la fonction
g a �et�e suppos�ee continue par morceaux� Par cons�equent� le th�eor�eme de convergence born�ee s�applique et
montre que

lim
n

R b

a
Rn�x� dx �

R b

a
lim
n

Rn�x� dx �
R b

a
g�x� dx �

R b

a

R d

c
f�x� y� dy dx �

Cependant� on a R b

a
Rn�x� dx � h

n

n��P
k��

R b

a
f�x� c� k

h

n
� dx � h

n

n��P
k��

f��c � k
h

n
�

en ayant pos�e f��y� �
R b

a
f�x� y� dx� Cette fonction f� est aussi continue par morceaux par l�hypoth�ese pos�ee�

Dans ces conditions� l�int�egrale de Rn est une somme de Riemann de f� et tend vers l�int�egrale de f�� qui

n�est autre que
R d

c

�R b

a
f�x� y� dx

�
dy� ce qu�il fallait� �



�

Il n�est gu�ere plus di�cile de produire un th�eor�eme d�interversion des int�egrales lorsque l�un des deux inter�
valles est ouvert� Par exemple� l��enonc�e suivant�

TH�EOR�EME ��
oooooooooooooooooooooooooo

Soit une application f de 
a� b�� R� dans R ou C telle que

�i� les applications partielles x 	
 f�x� y�� et y 	
 f�x�� y� sont continues par morceaux pour tous x�
et y��

�ii� les fonctions y 	

R b

a
f�x� y� dx et x 	


R �

�
f�x� y� dy sont continues par morceaux�

�iii� il existe une fonction � int�egrable sur R� telle que pour tout x � 
a� b� et y � � on ait
jf�x� y�j � ��y��

Alors on a la formule R �

�

�R b

a
f�x� y� dx

�
dy �

R b

a

�R �

�
f�x� y� dy

�
dx �

Partie D � Les exemples�

Exemple �� Voyons le comportement de
R �

�

dt


� t� � � �� tn
�
R �

�

�
� t� dt


� tn��
� La suite fn�t� �





� t� � � �� tn

converge simplement sur 
�� 
� vers 
 � t� La convergence uniforme a en fait lieu mais n�est pas �evidente�
En revanche� le th�eor�eme de convergence monotone s�applique instantan�ement �la suite �fn� d�ecro	�t� et le
th�eor�eme de convergence born�ee aussi bien �fn�t� � 
��

Exemple �� Le th�eor�eme de convergence born�ee donne une solution �el�egante au probl�eme suivant� que
Cantor traita avec force suites extraites�

Etant donn�ees deux suites r�eelles �an� et �bn�� telles que la suite un � an cos nx � bn sinnx tende
vers 
 tout au long d�un intervalle J � 
����� est�il vrai que ces deux suites tendent vers 
 �

La solution consiste �a transformer l�expression propos�ee pour la mettre sous la forme un � �n cos�nx� �n��
avec ��n � a�n� b�n� Si �n ne tend pas vers �� on peut en extraire une suite ���n� minor�ee par une constante

� � �� Ainsi� la suite vn�x� �
u���n�

��
��n�

tend toujours vers � et est uniform�ement born�ee �par ��� On applique

le th�eor�eme de convergence born�ee� ce qui donne �avec p � ��n��

R
J
vn �

�� �

	
�

sin�p�� �p�� sin�p�� �p�

�p
�
p�� �

�enonc�e manifestement absurde�

Exemple �� Consid�erons la s�erie g�eom�etrique 



� x
�

�P
n��

��
�nxn sur l�intervalle 
�� 
� � Elle n�y converge

pas normalement� ni m	eme uniform�ement car le reste est au signe pr�es x
n��


� x
dont la borne sup�erieure ne tend

pas vers �� Soit fN�x� �
NP
n��

��
�nxn � Comme il s�agit d�une s�erie altern�ee� on sait que ses sommes partielles

restent comprises entre les deux premi�eres sommes partielles� soit � � 
�x � fN�x� � 
� Ainsi� la suite �fN�x��

converge simplement sur 
�� 

 vers 



� x
� en restant uniform�ement born�ee� Au point x � 
 la convergence

n�a plus lieu� mais ce n�est pas grave car on peut modi�er arbitrairement fN en posant fN�
� �



	
� de sorte

que ces fonctions sont continues par morceaux� ont la m	eme int�egrale que pr�ec�edemment� et convergent

simplement �partout �� vers 



� x
� Le th�eor�eme de convergence born�ee s�applique alors et donne

R �

�

dt


� t
� ln 	 �

�P
n��

��
�n�� 

n
�



�	 Th�eor�emes de Lebesgue pour l�int�egrale de Riemann

Pour obtenir ce dernier r�esultat avec des m�ethodes plus �classiques�� il faut calculer le reste de la s�erie�
l�int�egrer entre � et �� et majorer cette int�egrale�

Cet exemple ne peut pas 	etre abord�e par le th�eor�eme d�int�egration des s�eries� parce que la s�erie des

int�egrales des valeurs absolues ne converge pas puisque
R �

�
j��
�nxnj dx � 


n� 

�

Exemple �� Consid�erons la s�erie enti�ere introduite ci�dessus

ln�
� x� �
�P
n��

��
�n�� x
n

n

et tentons de l�int�egrer terme �a terme sur 
�� 
� � La convergence uniforme a lieu mais n�est pas �evidente
la convergence normale n�a pas lieu par divergence de la s�erie harmonique� Cependant� posons gn�x� �

��
�n�� x
n

n
 alors

R
�����

jgnj � 


n�n� 
�
� terme g�en�eral d�une s�erie convergente� Le th�eor�eme d�int�egration

des s�eries s�applique et donne aussit	ot

R
�����

ln�
� x� dx �
�P
n��

��
�n�� 


n�n� 
�
�

Cette int�egrale vaut� en fait� 	 ln 	� 
 par application du calcul de primitives�

Exemple �� Soit f�x� t� � 
� cos tp
sin� t� x cos� t

et F�x� �
R ���

�
f�x� t� dt� Cette fonction est clairement

d�ecroissante et continue �th�eor�eme sur les int�egrales �a param�etre�� On a

F��� �
R ���

�


� cos t

sin t
dt �

R ���

�
tan

t

	
dt � ln 	 �

Ainsi� F est born�ee� Sa continuit�e en � n�est pas �evidente car la fonction int�egr�ee n�est peut�	etre pas continue
au voisinage de x � �� Mais le th�eor�eme de convergence monotone �sur un intervalle compact� vient �a la
rescousse� car pour toute suite �xn� d�ecroissante de limite nulle on a lim f�xn� t� � tan t

� �convergence simple

et monotone de surcro	�t� et la fonction t 	
 tan t
�
est continue sur 
�� �

�
�� Ainsi� F�xn� tend vers F��� et F est

continue sur R� �
On peut de m	eme d�eterminer la limite de F �a l�in�ni� si �x�n� est une suite croissante de limite ���

pour tout t �x�e f�x�n� t� tend vers �� except�e pour t � �
�
� Cette convergence est encore monotone et la

fonction�limite est continue par morceaux sur 
�� �
�
�� Le th�eor�eme de convergence monotone sur les compacts

entra	�ne que F�x�n� tend vers l�int�egrale de la fonction caract�eristique de f�� g� soit �� Donc lim� F � ��

On s�int�eresse alors �a F�� Pour x � � la d�erivation est possible selon la r�egle de Leibniz �la d�eriv�ee partielle
est continue�� et donne�

F
��x� � � 


	

R ���

�

�
� cos t� cos� t

�sin� t� x cos� t����
dt

qui est visiblement croissante� On consid�ere� comme ci�dessus� F��xn�� On a encore

lim
n��

�f

�x
�xn� t� �

�
� cos t� cos� t

sin� t
� h�t�

et cette convergence est monotone� Mais la fonction�limite h n�est pas int�egrable sur ��� �
�
�� donc selon le

th�eor�eme de convergence monotone �sur un intervalle ouvert cette fois� on a lim F��xn� � ��� La croissance
de F� montre alors que lim

�
F��x� � ��� En�n� en utilisant le Th�eor�eme des Accroissements Finis� on apprend

que F���� � ���

Exemple �� Dans certains cas� la domination n�appara	�t plus� parce que la convergence en moyenne n�a
pas lieu� Soit par exemple une fonction f continue sur 
�� 
�� et gn�t� � ntnf�t�� Cette suite de fonctions



��

converge simplement sur 
�� 

 vers la fonction nulle� Cependant� les int�egrales des gn ne tendent pas vers ��
On peut changer de variable et poser u � tn� de sorte que

R �

�
gn�t� dt �

R �

�
uf
�
u
��n
�
u���

��n du �

On introduit la suite de fonctions hn�u� � u
��nf

�
u
��n
�
� Elle est uniform�ement born�ee �par kfk�� et converge

simplement vers f�
�� Il en r�esulte que
R �

�
gn�t� dt tend vers f�
�� Le traitement direct de cet exercice

n�ecessite un d�ecoupage de l�intervalle �technique qui conserve tout son int�er	et dans d�autres situations��

Exemple �� Un autre exemple� tr�es int�eressant� est fourni par l�exercice suivant sur le r�earrangement
d�ecroissant� Cet exercice est p�enible dans le cadre strict de l�int�egrale de Riemann �sans les th�eor�emes de
Lebesgue��

Soit �un� une suite de r�eels positifs� de limite nulle� On d�e�nit� pour x � �� N�x� comme �etant le
nombre de termes de la suite sup�erieurs ou �egaux �a x� On pose� N��� � � par convention� Prouver
que N�x� est bien d�e�ni� que la s�erie de terme g�en�eral un converge si� et seulement si N est int�egrable

sur �����
 et qu�en ce cas
R
R
�

�

N �
P

un�

Pour comprendre l�e�cacit�e annonc�ee� il convient de voir la fonction N di��eremment� En fait� pour d�eter�
miner N�x� avec x � � il su�t de �balayer� la suite �un� et de �marquer� � chaque fois que un � x� La

formule s��ecrit� N �
�P
n��

����un�� Il s�agit d�une s�erie de fonctions positives� continues par morceaux� Le

th�eor�eme d�int�egration des s�eries positives �sur un intervalle ouvert� s�applique ici� et montre que N est

int�egrable si et seulement si
�P
n��

R
R�
�

����un� converge cette derni�ere somme n�est autre que
�P
n��

un� Si donc

la s�erie converge� on a la formule demand�ee par application du th�eor�eme d�interversion�
La solution �classique� de cete exercice consiste �a r�ealiser le r�earrangement d�ecroissant de �un� ��a la

main�� ce qui n�est pas commode�

Exemple 	� Nos m�ethodes permettent� par exemple� de calculer ais�ement l�int�egrale de Gauss
R
R
e�t

�

dt

�a partir de la majoration
�

� t

�

n

��n
�





� t�
et du fait que

�

� t

�

n

��n
tend vers e�t

�

�on se ram�ene �a des

int�egrales de Wallis�� Le traitement �classique� de cette id�ee n�ecessite de minorer l�exponentielle sur 
��
p
n�

par
�

� t

�

n

�n
et de comparer les int�egrales des encadrants�

Exemple 
� Voici un exercice o�u la recherche de la domination n�est pas imm�ediate�

Calculer lim
n��

n��P
p��


p
np� p�

�

On introduit f�x� � 
p
x�
 � x�

et on tente de montrer que la limite est
R �

�
f�x� dx � �� Soit fn�x� � f

�
k
n

�

sur
�
k
n �

k��
n

�
� nulle sur

�
�� �n

�
� Les fn convergent simplement vers f par continuit�e de celle�ci� Il reste �a

trouver une domination de fn�x�� ce qui n�est pas imm�ediat car la fonction f n�est pas monotone � En fait�
on prend ��x� � Max�f�x�� f�x

	
��� si x se trouve dans 
�� � 

� la croissance de f assure que fn�x� � f�x� � ��x�

et si x se trouve dans
�
k
n �

k��
n

� � 
 �n �
�
� 
 on a

fn�x� � f
� k
n

�
� f

�k� 


	n

�
� f

�x
	

�
� ��x� �

La fonction � est int�egrable sur ��� 

 comme f et f�x
�
�� ce qui am�ene le r�esultat voulu�

Exemple ��� On peut appliquer le th�eor�eme sur les s�eries avec succ�es pour des int�egrales ayant une bonne

convergence� Par exemple� on peut calculer ainsi la transform�ee de Fourier de la fonction x 	
 e�x
�

� Ou
encore� l�exercice suivant �avec une s�erie g�eom�etrique��
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Montrer que
R �

�

t

sh t
dt � ��

�
�

Exemple ��� Le th�eor�eme de convergence domin�ee permet de d�emontrer quantit�e de passages �a la limite�
Consid�erons� par exemple� une fonction f continue par morceaux sur R� et domin�ee par un polyn	ome
�jf�t�j � A� Btq pour des constantes A� B� q �x�ees�� et la tranform�ee de Laplace de f�

Lf�p� �
R �

�
e�tpf�t� dt � �

p

R �

�
e�uf�up � du �

Prenant t � 
a���
� avec a � �� on a je�ptf�t�j � e�atjf�t�j� et cette derni�ere fonction est int�egrable le
th�eor�eme de continuit�e des int�egrales �a param�etre s�applique et donne la continuit�e sur 
a���
 de Lf donc
aussi sur �����
� Si jamais Lf��� existe� alors f est certainement int�egrable sur R� et on peut tout dominer
par jfj alors Lf est continue sur R� �

Pour examiner le comportement de la transform�ee de Laplace vers l�in�ni� on �ecrit pLf�p� �
R �

�
e�uf�up � du�

La suite de fonctions gp�u� � f�up � converge simplement vers f��� sur R� � Il reste �a assurer la domination�

On a alors
��f�up �

�� � A � B
�
u
p

�q
� A � Buq si on prend p � 
� Et la fonction u 	
 e�u�A � Buq� est bien

int�egrable sur R� � On en tire que lim
p���

pLf�p� � f���
R �

�
e�u du � f���� donc que Lf�p�  f���

p
vers l�in�ni�

Lorsque p tend vers �� le r�esultat d�epend du comportement de f vers l�in�ni� Supposons par exemple
que f ait une limite �nie vers l�in�ni elle est donc born�ee et la suite de fonctions hp�u� � f�up �e

�u tend vers

�lim
�

f�e�u en �etant domin�ee par kfk�e�u� On peut alors appliquer le th�eor�eme de convergence domin�ee

pour trouver LF�p� 
lim
�

f

p
quand p tend vers ��

Conclusion
La recherche d�une pr�esentation �el�ementaire des th�eor�emes de convergence des suites d�int�egrales n�est

pas nouvelle� et d�autres pistes ont �et�e explor�ees� On trouvera des indications historiques sur ce sujet dans

�� et 
���

En ce qui concerne l�int�er	et p�edagogique� les exemples pr�esent�es montrent assez qu�on se trouve mieux
arm�e avec nos th�eor�emes de convergence que sans ceux�ci pour des applications comme la transform�ee de
Laplace �pour la transform�ee de Fourier c�est moins net�� Les �etudiants assimilent� d�ailleurs� rapidement les
notions de monotonie et de domination qui leur paraissent plut	ot naturelles� Cette pr�esentation a aussi des
inconv�enients� En premier lieu� elle amoindrit le r	ole jou�e par la convergence uniforme� ce qui est n�efaste �a la
compr�ehension de cette derni�ere �et on constate que les �etudiants attachent moins de prix �a la convergence
uniforme qu�autrefois�� D�autre part� les activit�es traditionnelles de d�ecoupage d�une int�egrale �ou d�une
somme� selon deux ou trois intervalles dans le but de contr	oler la d�ependance vis��a�vis de divers param�etres
sont n�ecessaires dans une formation math�ematique digne de ce nom� mais paraissent moins �evidentes lorsque
les th�eor�emes de convergence ont �et�e donn�es�
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