Chapitre 5
Lois continues

|
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. Rappel

Voir page 11 pour les rappels sur les variables a densité.

RAPPEL
Une variable X est absolument continue s'il existe une fonction f définie sur R telle que :
e festpositivesur R,

e f est continue sur R sauf peut-étre en un nombre fini de points ou elle admet une limite
a droite et une limite a gauche,

o Jmf(t)dt:l,

X
e Lafonction de répartition F de X est liée a f par : F(x):J f(t)dt.

On dit que f est une densité de X. Abusivement, f est appelée loi de X.

+

b 00 +00
P([a;b]zj f(t)dt E(X):H:J t f(t)dt V(X):J (t—p)? f(t)dt

—00

2. Loi uniforme

Une v. a. X suit la loi continue uniforme sur [a; b] (a#Db) si, et seulement si, X a

. 1
pour densité de probabilité la fonction f définie par vxelaibl T00= b-a.

vxeR-[a;b], f(x)=0

Cette loi est notée W([a;b].

Ya
l 1 :
b-a |
X' a O b >;< a O b >=<
Densité de probabilité Fonction de répartition
a+b (b-a)?
E(XX)=—— V(X)=
(X) > (X) B

Soit X etY deuxv.a.tellesqueY=(b—-a)X+a

X suit la loi uniforme sur [ O ; 1] si et seulement si Y suit la loi uniforme sur[a; b].
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3. Loi normale ou loi de Laplace-Gauss

3.1. Définition et premiéres propriétés
Soit deux réels m et c avec 6 > 0.

Une variable aléatoire X suit une loi normale de paramétres m et ¢ notée 9U(m ; )
si et seulement si X a pour densit¢é la fonction f définie par:

e
f(x)=——e 2\ °/ Onaalors E(X) =metV(X) =o.
(x) olon (X) (X)

La courbe représentative de f est appelée « courbe en cloche ».

La figure suivante représente f et sa fonction de répartition F. La longueur du
segment [AB] est égale a I'aire du domaine grisé.

F (x)4
B
05f---------= :
(@] ! ‘A >
091 -
(6] m x=

3.2. Lot normale centrée reduite

Une variable aléatoire T suit la loi normale centrée réduite si elle suit la loi normale
91(0;1). Sa fonction densit¢é de probabilité, f, est alors définie par:

1
f(t)= e 2
\N2m
Son espérance mathématique est E(T) = O et sa variance V(T) = 1.
t
1 e
Si on note IT sa fonction de répartition, ona: II(t)=P(T <t) = e 2 dx
\2rn

—00

X-m

Une variable aléatoire X suit la loi normale 9U(m ; ¢ ) si et seulement si T=
(¢}

suit la loi normale 9U(0 ; 1).
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3.3. Les tables de la loi normale centrée réduite

Extraits de la table de la fonction intégrale de la loi normale centrée réduite 9 (0, 1).

TI(t) = P(X g):ft f(x) dx ot
t 000 | 001 | 002 [ 003 | 004 | 005 | 006 | 007 | 0.08 | 0.09
0.0 |0.5000(0.5040]0.5080[0.5120|0.5160|0.5199|0.5239[0.5279|0.5319 | 0.5359
0.1 [05398(0.5438[0.5478|0.5517(0.5557 | 0.559 6 |0.5636|0.5675 [ 0.571 4 |0.5753
02 [05793[0.5832]0.5871[0.5910(0.5948]0.5987[0.6026 | 0.606 4 [ 0.610 3 [ 0.614 1
03 [06179[0.6217]0.6255[0.6293[0.6331[0.6368(0.6406[0.6443[0.6480[0.6517
04 |0.6554[0.6591]0.6628|0.6664 |0.6700]0.6736|0.6772[0.6808[0.684 4 [0.687 9
05 [06915[0.6950]0.6985[0.7019[0.7054[0.7088[0.7123[0.7157[0.7190 [ 0.722 4
06 [07257[0.7291]0.7324[0.7357[0.7389]0.7422 | 0.7454 [ 0.748 6 | 0.751 7 | 0.754 9
07 [o07580[0.7611]0.7642[0.7673[0.7704]0.7734 | 0.776 4 [ 0.7794 | 0.782 3 | 0.785 2
08 |0.7881[0.7910[0.7939(0.796 7 [ 0.7995 | 0.8023 | 0.805 1 | 0.807 8 | 0.810 6 | 0.813 3
09 [0.8159|0.8186[0.8212[0.8238[0.8264[0.8289[0.8315[0.8340[0.8365 [0.8389
1.0 [0.8413]0.8438[0.8461[0.8485]0.8508|0.8531[0.8554|0.8577]0.8599 [ 0.862 1
1.1 |0.8643]0.8665]0.8686[0.8708]0.8729[0.8749[0.8770]0.8790[0.881 0 [ 0.8830
1.2 [0.8849]0.8869(0.8888[0.8907|0.8925[0.894 4 [ 0.896 2| 0.898 0 | 0.899 7 [ 0.901 5
1.3 ]0.9032]0.9049{0.906 6[0.9082]0.9099[0.9115[0.9131]0.9147[0.9162[0.9177
1.4 ]0.9192]0.9207[0.9222[0.9236[0.9251{0.9265[0.9279[0.9292[0.9306 [ 0.9319
1.5 ][0.9332]0.9345[0.9357[0.9370]0.9382[0.9394[0.9406]0.9418[0.9429(0.944 1
1.6 |0.9452]0.9463(0.9474[0.9484]0.9495[0.9505[0.9515]0.9525[0.9535 [ 0.954 5
1.7 ]0.9554]0.9564[0.9573[0.9582]0.9591[0.9599[0.9608]0.961 6 [0.9625 [ 0.963 3
1.8 |0.96410.9649(0.9656|0.9664 [0.967 1|0.967 8 | 0.968 6 | 0.969 3 | 0.969 9 [ 0.970 6
1.9 |0.9713]0.9719[0.9726[0.9732]0.9738[0.9744[0.9750]0.9756 [ 0.976 1 [ 0.976 7
20 |0.9772|0.9778|0.9783|0.9788|0.9793|0.9798|0.9803|0.9808 | 0.981 2 | 0.981 7
21 |0.9821[0.9826[0.9830(0.98340.9838[0.9842[0.98460.9850[0.9854 [ 0.9857
22 [0.9861[0.9864]0.9868|0.9871(0.9875(0.9878(0.9881[0.9884 | 0.988 7 | 0.989 0
23 |0.9893[0.9896[0.9898(0.9901[0.9904|0.9906|0.9909 [0.9911|0.991 3 | 0.991 6
24 [0.9918[0.9920]0.9922[0.9925[0.9927]0.9929[0.9931[0.9932[0.993 4 | 0.993 6
25 |0.9938(0.9940[0.9941[0.99430.9945]0.9946|0.9948[0.9949[0.995 1 | 0.995 2
26 [0.9953[0.9955]0.9956[0.9957[0.9959]0.996 0| 0.996 1 [ 0.996 2 | 0.996 3 | 0.996 4
2.7 |0.9965(0.9966|0.996 7 | 0.996 8 | 0.996 9| 0.997 0 | 0.997 1 [ 0.997 2 | 0.997 3 | 0.997 4
28 [0.9974(0.9975]0.9976[0.997 7| 0.997 7] 0.997 8 | 0.997 9 [ 0.997 9| 0.998 0 | 0.998 1
29 [0.9981[0.9982]0.9982|0.9983(0.9984 |0.998 4 [0.9985 | 0.998 5 | 0.998 6 | 0.998 6
Table pour les grandes valeurs de t :
t 3.0 3.1 3.2 3.3 3.4 35 36 3.8 4.0 45
() | 0.99865 | 099903 | 0.99931 | 0.99952 | 0.99966 | 0.999 77 |0.999 841 | 0.999 928 | 0.999 968 | 0.999 997
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Ces tables sont construites uniquement pour t positif, mais les deux propriétés
graphiques suivantes :

o la courbe est symétrique par rapport a I'axe des ordonnées
o laire de la surface comprise entre la courbe et I'axe des abscisses est égale a 1
permettent d’effectuer les calculs dans tous les cas.

t
() = P(X St):j F(x) dx 1o
- /\\jf (x).dx =1

Tt

A A

T(~t)=P(X >t)=1-TI(t)

Quelques résultats importants :

vt eR,Vt, eR, avect, <t,, P(t, <T<t,)=TI(t,) - TI(t,)

vVt eR, P(T>t)=1-TI(t)
Vte[O;+o[ P(T <-t)=1-TI(t)
Vte[0;+0o] P(-t<T<t)=2II(t)-1

Cette derniére relation est souvent utilisée.
Il convient de retenir deux valeurs importantes :

P(-1,96<T <1,96)=0,95
P(-2,58 <T <2,58)=0,99

Plus généralementon a: /

__——’/ m-c m+c \\\‘__
m-30] m-2c |, | m+20] m+3c
h 0,68
N 0,95 >
“ 0,997 >
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3.4. Quelques exercices d’application

Exercice 1

Une usine fabrique en grande série un certain type de piéeces cylindriques. On
appelle X la v.a. qui, a chaque piéce tirée au hasard, associe sa longueur et Y la
v.a. qui associe son diametre.

On suppose que X et Y sont indépendantes et suivent des lois normales de
moyennes respectives X =8,55cm et y =5,20 cm et d'écarts types respectifs
o,=0,05cmeto, =0,05cm.
1. Déterminer, a 10° prés les probabilités P(8,45<X<8,70) et
P(5,07<Y <5,33.
2. Une piece est conforme si : 8,45< X <8,70et 5,07 <Y <5,33.

a. Calculer le pourcentage de pieces non conformes a la sortie de la chaine.

b. Les machines nécessitent-elles un réglage, sachant que le pourcentage de
piéces non conformes ne peut dépasser 1% ?

Solution

. . e X -8,55
X suit la loi normale 9((8,55 ; 0,05). Donc la v.a. T, définie par T :W'
suit la loi normale centrée réduite.
8,45 < X < 8,70 équivaut & 845-8,55 1 870-8,55 ,donca-2<T<3.

0,05 0,05
La probabilité cherchée est donc I1(3) —I1(-2). Or I1(-2) = 1 —TI1(2). Donc :
P(8,45 <X <8,70) =T1(2) + I1(3) —1=0,976

De méme, pour calculer P(5,07 <Y <5,33), on utilise la variable normale centrée

réduite T' =Y —220
0,05
5,07 <Y <5,33 équivaut & 507-520 1. 533-520 ,donca-2,6<T'<2,6.
0,05 0,05

P(5,07<Y <5,33) =2 T1(2,6) — 1 = 0,991

2. a. Soit D I'événement « la piéce n’est pas conforme ».
D=(8,45<X<8,70) et (5,07<Y <5,33)

Orlesv.a. X et Y sont indépendantes.

Donc P(D) = P(8,45 <X <8,70) x P(5,07 <Y <5,33) = 0,967

Par suite la probabilité qu’une piece ne soit pas conforme est 1 — 0,967 = 0,033
Cette probabilité est supérieure a 1 %.

Il faut régler les machines...
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Exercice 2

Une entreprise spécialisée dans la production de matériel optique fabrique des
lentilles en grande série. On a mesuré la vergence x, exprimée en dioptries, de
1000 lentilles du méme type et on a obtenu la série statistique des mesures X;

suivantes avec les effectifs n; correspondants.
Xi 1,975 | 1,980 | 1,985 | 1,990 | 1,995 | 2,000
n, |8 27 67 118 176 200

X; 2,005 | 2,010 | 2,015 | 2,020 | 2,025
n; 180 122 64 28 10

1. Donner la moyenne X ainsi que I'écart type o de cette série.
Représenter cette série a I'aide d’un diagramme en béatons.

2. A chaque lentille de la production, on associe sa vergence x, exprimée en
dioptries. On définit ainsi une v.a. X. L'allure du diagramme précédent améne a
considérer que X suit la loi normale 9¢(2;0,01). Une lentille est déclarée
acceptable lorsque 1,98 < x <2,02. Elle est déclarée défectueuse dans le cas contraire.

Calculer la probabilité pour qu’une lentille de la production soit défectueuse.

3. Un réglage de machine permet de modifier I'écart type sans changer la
moyenne. Dans cette question X suit donc une loi normale N(2 ; ")

Déterminer ¢’ pour que la probabilité d’obtenir d’obtenir une lentille défectueuse
soit inférieure ou égale a 0,01.

Solution

1. Les résultats arrondis au centiéme sont X =2,00 et c = 0,01

2. On admet que X suit la loi normale N(2;0,01). Une lentille est déclarée
acceptable si I'événement 1,98 < X < 2,02 est réalisé.

Lav.a. T définiepar T :z)(—of suit la loi normale centrée réduite.

1,98 <X <2,02 équivauta—2<T<2.0nsaitque P(-2<T<2)=2T1(2) — 1.
La table donne T1(2) = 0,977 2. Donc P(1,98 < X <2,02) = 0,954 4

La probabilité pour qu'une lentille soit défectueuse est 1—0,954 4 soit, au
centiéme le plus proche, 0,05.

3. Si X suit la loi normale N(2 ; ¢’) alors la variable T définie par T :—.2 suit
(¢

la loi normale centrée réduite.

On veut que la probabilité d’'obtenir une lentille défectueuse soit inférieure ou
égale a 0,01, donc que la probabilité d'obtenir une lentille acceptable soit
strictement supérieure a 0,99 : P(1,98 < X <2,02) > 0,99.
Cette inégalité s'écrit :

. 0,02
P(]X-2[£0,02)>0,99, soit P||T|x——[>0,99
(e}

On en déduit que 21‘[(0’—0.2} -1>0,99 soit H[%j >0,995.
(¢

(o)
La table de la loi normale centrée réduite donne I1(2,575) =0,995.

Alors % =2,575, soit¢'= 0,00776....| Au millieme le plus proche, ¢'=0,008|.
(¢

d'aprés BTS Geénie Optique
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