DROITE ORTHOGONALE À UN PLAN





I-DANS LES MANUELS


Au chapitre “Orthogonalité dans l’espace”, il est d’usage de formuler ainsi le théorème caractérisant une droite orthogonale à un plan :


Si une droite est orthogonale à deux droites sécantes d'un plan,


alors elle est orthogonale à toutes les droites de ce plan.


Sous cette forme, le résultat reste très formel dans le premier cycle, et sa mise en œuvre pour l’étude des solides n’apparaît pas aisément.


Henri BAREIL en propose la formulation suivante :


Dans l’espace, si une droite est orthogonale à deux côtés d'un triangle,


alors elle est orthogonale au troisième côté.


Cet énoncé présente plusieurs avantages :


( il est facile à mémoriser,


( il fait référence à une figure usuelle,


( il est efficace dans la résolution de problèmes.


La démonstration “classique” de ce théorème, que l’on trouvera ci-dessous, peut sembler artificielle et laborieuse.


�INCORPORER MSDraw   \* fusionformat����
Données :


�CARSPECIAUX 108 \f "Wingdings"� un plan P;


�CARSPECIAUX 108 \f "Wingdings"� des droites �INCORPORER Equation ��� du plan P; concourantes en O;


�CARSPECIAUX 108 \f "Wingdings"� une droite d perpendiculaire à �INCORPORER Equation ��� en O.


Conclusion : 


les droites �INCORPORER Equation ��� sont perpendiculaires.


�
�
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On prend “naturellement” un point C sur �INCORPORER Equation ���. On construit “spontanément” les points A et B sur �INCORPORER Equation ��� tels que C soit le milieu de [A,B].


On prend “naturellement” un point O' sur d. On construit “spontanément” les points A' et B' tels que OBB'O' et OAA'O' soient des parallélogrammes.�
�
Appliquons tout aussi naturellement deux fois le théorème de la médiane.


Dans le triangle OAB on obtient : �INCORPORER Equation ���  (*)


Dans le triangle O'AB on obtient : �INCORPORER Equation ���


La soustraction membre à membre de ces deux égalités s’impose, et on obtient:


�INCORPORER Equation ���.


Comme les triangles O'OA et O'OB sont rectangles en O, d'après le théorème de Pythagore, on a : 


�INCORPORER Equation ���, donc �INCORPORER Equation ���;


ainsi, d'après la réciproque du théorème de Pythagore, le triangle O'OC est rectangle en O, donc les droites �INCORPORER Equation ��� sont perpendiculaires.





(*) Remarque


Aux élèves qui ne retiennent pas correctement le “théorème de la médiane”, on peut proposer la comptine suivante :


Dans un parallélogramme, la somme des carrés des côtés est égale à la somme des carrés des diagonales.





�II-LE THÉORÈME DES TROIS RECTANGLES
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Etant donné des quadrilatères AA'B'B, BB'C'C et CC'A'A,


Si deux d'entre eux sont des rectangles


alors le troisième est un rectangle.�
�
Le lecteur reconnaîtra bien, sous cette forme, le théorème énoncé précédemment, mais l’avantage ici est de le rattacher aux configurations.


D'une part, ce théorème est “connu” des élèves dès la cinquième, puisqu'apparaît au programme de cinquième le prisme droit...


D'autre part, ce théorème (qui n'est cité nulle part) sert dans le premier cycle lorsqu'on travaille sur un solide (que ce soit un cube ou un parallélépipède rectangle) et que l'on veut démontrer que certains triangles sont rectangles.


Maintenant, il ne reste plus qu'à le démontrer simplement.
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Données :


�CARSPECIAUX 108 \f "Wingdings"� un plan P;


�CARSPECIAUX 108 \f "Wingdings"� des droites �INCORPORER Equation ��� du plan P concourantes en O;


�CARSPECIAUX 108 \f "Wingdings"� une droite d perpendiculaire à �INCORPORER Equation ��� en O.


Conclusion : 


   les droites �INCORPORER Equation ��� sont perpendiculaires.


�
�
�Prenons un point A sur d, un point B sur d1 et un point C sur d2 tels que (BC) coupe � INCORPORER Equation.2  ��� en un point I.


On appelle A' le symétrique de A par rapport à O.


AB = A'B, car B est sur la médiatrice de � INCORPORER Equation.2  ���.


AC = A'C, car C est sur la médiatrice de � INCORPORER Equation.2  ���.


Ainsi les triangles ABC et A'BC ont leurs côtés respectifs de même longueur, donc ils sont superposables, donc AI = A'I.


Comme O est le milieu de � INCORPORER Equation.2  ���, dans le plan (AA'I), (OI) est la médiatrice de � INCORPORER Equation.2  ���.


Ainsi d est perpendiculaire à d3.





Remarque


Des esprits chagrins et pointilleux peuvent faire remarquer que l'on vient d'utiliser implicitement un cas d'égalité des triangles. Mais on peut s'en passer.
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On met “à plat” le solide AA'BC comme ci-contre.


AB = A'B et AC = A'C, 


donc (BC) est la médiatrice de � INCORPORER Equation.2  ���,


donc AI = A'I.


�
�



�III-APPLICATIONS


Les trois perpendiculaires











On donne aux élèves un vrai cube ABCDA’B’C’D’ on trace sur la face « supérieure » une droite d, on place sur la face « avant » un point I.


Construire le projeté orthogonal de I sur d.�
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On construit successivement:


( le projeté orthogonal J de I sur � INCORPORER Equation.2  ���,


( le projeté orthogonal I’ de J sur d.


Nous allons démontrer que I’ est le point recherché :


( � INCORPORER Equation.2  ���, car ABB’A’ est un carré,


( � INCORPORER Equation.2  ���, car BCC’B’ est un carré,


donc � INCORPORER Equation.2  ��� est orthogonale au plan (A’B’C’D’) puisqu’elle est orthogonale à deux droites sécantes de ce plan.


Comme � INCORPORER Equation.2  ��� est parallèle à � INCORPORER Equation.2  ���,


� INCORPORER Equation.2  ��� est donc orthogonale au plan (A’B’C’D’),


par conséquent � INCORPORER Equation.2  ��� est orthogonale à d.�
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Considérons le triangle � INCORPORER Equation.2  ��� :


la droite d étant orthogonale aux deux côtés � INCORPORER Equation.2  ��� et � INCORPORER Equation.2  ��� du triangle � INCORPORER Equation.2  ���, elle est orthogonale au troisième côté � INCORPORER Equation.2  ��� de ce triangle,


donc I’ est le projeté orthogonal de I sur d.


N. B.


Dans le dessin ci-dessus, on ne s’est pas soucié de respecter les règles de la perspective cavalière dans la face A’B’C’D’. On trouvera en annexe des constructions rigoureuses d’une perpendiculaire à une droite contenue dans cette face.





Remarque


La propriété ainsi mise en évidence est souvent dénommée “théorème des trois perpendiculaires”.


Sa formulation générale peut se résumer ainsi :
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Données :


( un plan P;


( une droite ( perpendiculaire à P en O;


( une droite d contenue dans P;


( le projeté orthogonal H de O sur d;


( un point A de (.


Conclusion :


la droite � INCORPORER Equation.2  ��� est perpendiculaire à d.�
�



�Propriétés d’une diagonale du cube





Données :


( un cube ABCDA’B’C’D’ de côté c;


( la droite � INCORPORER Equation.2  ��� coupe le plan � INCORPORER Equation.2  ��� en I.





Conclusions :


( la droite � INCORPORER Equation.2  ��� est perpendiculaire au plan � INCORPORER Equation.2  ���;


( I est le centre de gravité du triangle AB’D’;


( �INCORPORER Equation ���.�
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Indications :


( � INCORPORER Equation.2  ��� est un rectangle et de plus la droite � INCORPORER Equation.2  ��� est orthogonale au plan � INCORPORER Equation.2  ���, comme la droite � INCORPORER Equation.2  ��� est incluse dans le plan � INCORPORER Equation.2  ���, on a :


� INCORPORER Equation.2  ���.


( L’intersection des plans � INCORPORER Equation.2  ��� et � INCORPORER Equation.2  ��� est la médiatrice de � INCORPORER Equation.2  ���, donc le point I est situé sur cette médiatrice.


( Par un raisonnement analogue, en utilisant le rectangle � INCORPORER Equation.2  ���, il vient :


� INCORPORER Equation.2  ��� et I est situé sur la médiatrice de � INCORPORER Equation.2  ���.


( Le volume de la pyramide � INCORPORER Equation.2  ��� calculé de deux façons différentes donne :


� INCORPORER Equation.2  ���,


d’où � INCORPORER Equation.2  ���   et  donc  � INCORPORER Equation.2  ���.





�Extraits de sujets de Brevet des Collèges


Bordeaux (septembre 1992)


« ABCDEFGH est un parallélépipède rectangle.


...


on rappelle que l’angle �EQ \o(ACG;�INCORPORER MSDraw   \* fusionformat���)� est droit. »

















Justification :�
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�
ABFE et BCGF sont des rectangles, puisque ABCDEFGH est un parallélépipède rectangle.


D’après le théorème des trois rectangles, ACGE est un rectangle, donc l’angle �EQ \o(ACG;�INCORPORER MSDraw   \* fusionformat���)� est droit.





Créteil-Paris-Versailles (juin 1993)


« SABC est une pyramide de sommet S. Sa hauteur est � INCORPORER Equation.2  ���. Sa base ABC est un triangle équilatéral. Ses faces SAB et SAC sont des triangles rectangles en A.


...


Le segment � INCORPORER Equation.2  ��� est une hauteur du triangle ABC.


...


On admet que le triangle SAH est rectangle en A ».

















Justification :�
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�
� INCORPORER Equation.2  ��� étant une hauteur de la pyramide, la droite � INCORPORER Equation.2  ��� est orthogonale au plan � INCORPORER Equation.2  ���, en particulier � INCORPORER Equation.2  ��� est perpendiculaire aux droites � INCORPORER Equation.2  ���, � INCORPORER Equation.2  ��� et � INCORPORER Equation.2  ��� de ce plan.
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