DROITE DES MILIEUX DANS UN TRIANGLE



I-THÉORÈME

1° Formulation littérale

( Dans un triangle, la droite joignant les milieux de deux côtés est parallèle au troisième côté.

( Dans un triangle, la droite passant par le milieu d’un côté et parallèle à un deuxième côté coupe le troisième en son milieu.

Sous cette forme, le théorème semble facile à mémoriser.

Il nécessite cependant un commentaire élucidant sa structure logique.

2° Propriété directe et réciproque

Soit un triangle ABC.

Soit M le milieu du segment � INCORPORER Equation.2  ���, et N un point de la droite � INCORPORER Equation.2  ������ INCORPORER MSDraw  ����

Si N est le milieu du segment � INCORPORER Equation.2  ���

alors la droite � INCORPORER Equation.2  ��� est parallèle à la droite � INCORPORER Equation.2  ���.��� INCORPORER MSDraw  ����

Si la droite � INCORPORER Equation.2  ��� est parallèle à la droite � INCORPORER Equation.2  ���

alors N est le milieu du segment � INCORPORER Equation.2  ���.��3° Mise en application

� INCORPORER MSDraw  ����Données :

( un triangle ABC;

( D le milieu de � INCORPORER Equation.2  ���;

( E le milieu de � INCORPORER Equation.2  ���;

( I le point d’intersection des droites � INCORPORER Equation.2  ��� et � INCORPORER Equation.2  ���;

( J le milieu de � INCORPORER Equation.2  ���.

Conclusion :

� INCORPORER Equation.2  �����Démonstration

Dans le triangle BCI, D est le milieu de � INCORPORER Equation.2  ���, J le milieu de � INCORPORER Equation.2  ���,

donc la droite � INCORPORER Equation.2  ��� est parallèle à la droite � INCORPORER Equation.2  ���.

Dans le triangle ADJ, E est le milieu de � INCORPORER Equation.2  ���, I est un point de � INCORPORER Equation.2  ����et la droite � INCORPORER Equation.2  ��� est parallèle à la droite � INCORPORER Equation.2  ���,

donc I est le milieu du segment � INCORPORER Equation.2  ���. Par conséquent : � INCORPORER Equation.2  ���

II- Une dÉmonstration pour deux

Lorsque l’une des propriétés est établie, il est aisé d’obtenir sa réciproque.

1° On suppose établie la propriété :

Dans un triangle, la droite joignant les milieux de deux côtés est parallèle au troisième côté.��� INCORPORER MSDraw  ����Soit un triangle PQR.

Soit I le milieu du segment � INCORPORER Equation.2  ��� et J le milieu du segment � INCORPORER Equation.2  ���.

On sait donc que la droite � INCORPORER Equation.2  ��� est parallèle à la droite � INCORPORER Equation.2  ���.��Soit d la droite passant par I et parallèle à � INCORPORER Equation.2  ���.

L’unicité d’une telle droite permet d’affirmer que la droite d n’est autre que la droite � INCORPORER Equation.2  ���, et par conséquent la droite coupe le segment � INCORPORER Equation.2  ��� en son milieu J.

2° On suppose établie la propriété :

Dans un triangle, la droite passant par le milieu d’un côté et parallèle à un deuxième côté coupe le troisième en son milieu.��� INCORPORER MSDraw  ����Soit un triangle PQR.

Soit I le milieu du segment � INCORPORER Equation.2  ��� et d la droite passant par I et parallèle à la droite � INCORPORER Equation.2  ���.

On sait donc que la droite d passe par le milieu du segment � INCORPORER Equation.2  ���.��Soit la droite � INCORPORER Equation.2  ��� joignant les milieux des segments � INCORPORER Equation.2  ��� et � INCORPORER Equation.2  ���

Cette droite n’est autre que la droite d, et par conséquent la droite � INCORPORER Equation.2  ��� est parallèle à la droite � INCORPORER Equation.2  ���.

�III- DÉMONSTRATION DE :

Dans un triangle, la droite joignant les milieux de deux côtés est parallèle au troisième côté.

1° En utilisant l’aire du triangle

Propriété 1

� INCORPORER MSDraw  ����Données :

( un segment � INCORPORER Equation.2  ���;

( deux points A et A’ situés dans un même demi-plan de frontière � INCORPORER Equation.2  ���;

( aire(ABC) = aire(A'BC).

Conclusion :

les droites (AA') et (BC) sont parallèles.��Démonstration

Soient H et H’ les projetés orthogonaux de A et A’ sur (BC),

aire(ABC) = aire(A'BC), donc AH�CARSPECIAUX 180 \f "Symbol"�BC = A'H'�CARSPECIAUX 180 \f "Symbol"�BC, donc AH = A'H'.

Comme A et A’ sont situés dans le même demi-plan de frontière � INCORPORER Equation.2  ���,

les droites (AA') et (BC) sont parallèles.

Propriété 2

� INCORPORER MSDraw  ����

Données :

( un triangle ABC;

( le milieu D de � INCORPORER Equation.2  ���.



Conclusion :

�EQ \F(;)��EQ \F(;)�� INCORPORER Equation.2  ���.��Démonstration

Soit H le projeté orthogonal de A sur (BC).

On a : �EQ \F(;)��EQ \F(;)�� INCORPORER Equation.2  ���

Par analogie : � INCORPORER Equation.2  ���.

�Théorème

� INCORPORER MSDraw  ����Données :

( un triangle ABC;

( le milieu M de � INCORPORER Equation.2  ���;

( le milieu N de � INCORPORER Equation.2  ���.

Conclusion :

la droite � INCORPORER Equation.2  ��� est parallèle à la droite � INCORPORER Equation.2  ���.��Démonstration

� INCORPORER MSDraw  ����� INCORPORER Equation.2  ���

car M est le milieu de � INCORPORER Equation.2  ���;

� INCORPORER Equation.2  ���

car N est le milieu de � INCORPORER Equation.2  ���;

d’où � INCORPORER Equation.2  ���;��et par conséquent (les points M et N appartenant au même demi-plan de frontière (BC) contenant A) la droite � INCORPORER Equation.2  ��� est parallèle à la droite � INCORPORER Equation.2  ���.

2° En utilisant les caractérisations du parallélogramme

Théorème

� INCORPORER MSDraw  ����Données :

( un triangle ABC;

( le milieu M de � INCORPORER Equation.2  ���;

( le milieu N de � INCORPORER Equation.2  ���.

Conclusion :

la droite � INCORPORER Equation.2  ��� est parallèle à la droite � INCORPORER Equation.2  ���.��Démonstration

� INCORPORER MSDraw  ����On désigne par T le symétrique de M par rapport à N.

Le quadrilatère MATC est un parallélogramme.

Il vient : �INCORPORER Equation ���.

Or �INCORPORER Equation ���, d’où �INCORPORER Equation ���.��Il en résulte que BMTC est un parallélogramme,

et par conséquent la droite � INCORPORER Equation.2  ��� est parallèle à la droite � INCORPORER Equation.2  ���.

�IV- DÉMONSTRATION DE :

Dans un triangle, la droite passant par le milieu d’un côté et parallèle à un deuxième côté coupe le troisième en son milieu.

1° En utilisant l’aire du triangle

Propriété 1

� INCORPORER MSDraw  ����Données :

( un segment � INCORPORER Equation.2  ���;

( deux points A et A’ tels que les droites (AA') et (BC) sont parallèles.

Conclusion :

aire(ABC) = aire(A'BC).��Démonstration

Soient H et H’ les projetés orthogonaux de A et A’ sur (BC).

Comme les droites (AA') et (BC) sont parallèles, AH = A'H',

donc AH�CARSPECIAUX 180 \f "Symbol"�BC = A'H'�CARSPECIAUX 180 \f "Symbol"�BC, donc aire(ABC) = aire(A'BC).

Propriété 2

� INCORPORER MSDraw  ����

Données :

( un triangle ABC;

( un point D situé sur (BC);

( � INCORPORER Equation.2  ���. 

Conclusion :

�EQ \F(;)��EQ \F(;)�D est le milieu du segment � INCORPORER Equation.2  ���.��Démonstration

Soit H le projeté orthogonal de A sur (BC).

�EQ \F(;)��EQ \F(;)�On a : � INCORPORER Equation.2  ���   et   � INCORPORER Equation.2  ���.

Or � INCORPORER Equation.2  ���, donc � INCORPORER Equation.2  ���, 

et par conséquent D est le milieu du segment � INCORPORER Equation.2  ���.

�Théorème

� INCORPORER MSDraw  ����Données :

( un triangle ABC;

( le milieu M de � INCORPORER Equation.2  ���;

( la parallèle à � INCORPORER Equation.2  ��� passant par M coupe � INCORPORER Equation.2  ��� en N.

Conclusion :

N est le milieu du segment � INCORPORER Equation.2  ���.��Démonstration

� INCORPORER MSDraw  ����� INCORPORER Equation.2  ���

car M est le milieu de � INCORPORER Equation.2  ���;

� INCORPORER Equation.2  ���

car les droites � INCORPORER Equation.2  ��� et � INCORPORER Equation.2  ��� sont parallèles.��Ainsi, � INCORPORER Equation.2  ���, 

donc  N est le milieu du segment � INCORPORER Equation.2  ���.

2° En utilisant les caractérisations du parallélogramme

Théorème





� INCORPORER MSDraw  ����Données :

( un triangle ABC;

( M le milieu de � INCORPORER Equation.2  ���

( P le point d’intersection de � INCORPORER Equation.2  ��� et de la parallèle à � INCORPORER Equation.2  ��� passant par M;

( N le point d’intersection de � INCORPORER Equation.2  ��� et de la parallèle à � INCORPORER Equation.2  ��� passant par P;

( M’ le point d’intersection de � INCORPORER Equation.2  ��� et de la parallèle à � INCORPORER Equation.2  ��� passant par N.

Conclusion :

le point M’ est confondu avec le point M et N est le milieu du segment � INCORPORER Equation.2  ���.��Démonstration

Les quadrilatères PNAM et PNM’B sont des parallélogrammes.

Il vient : � INCORPORER Equation.2  ���  et  � INCORPORER Equation.2  ���,  d’où � INCORPORER Equation.2  ���.

Le point M étant le milieu du segment � INCORPORER Equation.2  ���, M’ est confondu avec M,�et par suite la droite � INCORPORER Equation.2  ��� est parallèle à la droite � INCORPORER Equation.2  ���.

Les quadrilatères MPNA et MPCN sont des parallélogrammes.

Il vient : � INCORPORER Equation.2  ���  et  � INCORPORER Equation.2  ���,  d’où � INCORPORER Equation.2  ���,�et par conséquent N est le milieu du segment � INCORPORER Equation.2  ���.

�V- TRIANGLE ET TRIANGLE DES MILIEUX

Dans tout ce qui suit on désigne par :

( � INCORPORER Equation.2  ���, � INCORPORER Equation.2  ���, � INCORPORER Equation.2  ���, ... 	les triangles � INCORPORER Equation.2  ���, � INCORPORER Equation.2  ���, � INCORPORER Equation.2  ���, ...

( � INCORPORER Equation.2  ���, � INCORPORER Equation.2  ���, � INCORPORER Equation.2  ���, ... 	les périmètres des triangles � INCORPORER Equation.2  ���, � INCORPORER Equation.2  ���, � INCORPORER Equation.2  ���, ...

( � INCORPORER Equation.2  ���, � INCORPORER Equation.2  ���, � INCORPORER Equation.2  ���, ... 	les aires des triangles � INCORPORER Equation.2  ���, � INCORPORER Equation.2  ���, � INCORPORER Equation.2  ���, ...



�Etape 1��� INCORPORER MSDraw  ����Données :

( un triangle � INCORPORER Equation.2  ��� (on l’appelle � INCORPORER Equation.2  ���);

( � INCORPORER Equation.2  ��� le milieu de � INCORPORER Equation.2  ���;

( � INCORPORER Equation.2  ��� le milieu de � INCORPORER Equation.2  ���;

( � INCORPORER Equation.2  ��� le milieu de � INCORPORER Equation.2  ���.

Conclusions :

( � INCORPORER Equation.2  ��� et � INCORPORER Equation.2  ���; etc

( � INCORPORER Equation.2  ���

( � INCORPORER Equation.2  ���

��Etape 2�Etape 3��� INCORPORER MSDraw  ����� INCORPORER MSDraw  ������













Compléter le tableau suivant :



Triangle�Périmètre�Somme des périmètres�Aire�Somme des aires��� INCORPORER Equation.2  ����� INCORPORER Equation.2  ����� INCORPORER Equation.2  ����� INCORPORER Equation.2  ����� INCORPORER Equation.2  ������ INCORPORER Equation.2  ����� INCORPORER Equation.2  ����� INCORPORER Equation.2  ����� INCORPORER Equation.2  ����� INCORPORER Equation.2  ������ INCORPORER Equation.2  ����� INCORPORER Equation.2  ����� INCORPORER Equation.2  ����� INCORPORER Equation.2  ����� INCORPORER Equation.2  ������ INCORPORER Equation.2  ���������� INCORPORER Equation.2  ���������� INCORPORER Equation.2  ���������� INCORPORER Equation.2  ���������

�









Somme infinie des périmètres





Que peut-on dire de la somme (infinie) des périmètres des triangles � INCORPORER Equation.2  ���, � INCORPORER Equation.2  ���, ... ?

Indication : comparer � INCORPORER Equation.2  ��� à � INCORPORER Equation.2  ���.

� INCORPORER MSDraw  ���

� INCORPORER MSDraw  ���

� INCORPORER MSDraw  ���

� INCORPORER MSDraw  ���

�Somme infinie des aires



Que peut-on dire de la somme (infinie) des aires des triangles � INCORPORER Equation.2  ���, � INCORPORER Equation.2  ���, ... ?

Indication : comparer � INCORPORER Equation.2  ��� à � INCORPORER Equation.2  ���.



� INCORPORER MSDraw  ����� INCORPORER MSDraw  �����L’aire de la surface hachurée est égale à :

� INCORPORER Equation.2  ����L’aire de la surface hachurée est égale à :

� INCORPORER Equation.2  ������ INCORPORER MSDraw  ����



En déduire la valeur de � INCORPORER Equation.2  ��� en fonction de

� INCORPORER Equation.2  ��� et � INCORPORER Equation.2  ���.

��L’aire de la surface hachurée est égale à :

� INCORPORER Equation.2  ������

�VI- APPLICATIONS

1° Mise en œuvre de la propriété :

Dans un triangle, la droite joignant les milieux de deux côtés est parallèle au troisième côté.

a) Propriétés très remarquables d’un quadrilatère quelconque

Les milieux des côtés d’un quadrilatère quelconque sont les sommets d’un parallélogramme.

Le centre de ce parallélogramme est le milieu du segment qui joint les milieux des diagonales du quadrilatère.



Soit un quadrilatère ABCD.

On désigne par I, J, K et L les milieux respectifs des côtés � INCORPORER Equation.2  ���, � INCORPORER Equation.2  ���, � INCORPORER Equation.2  ��� et � INCORPORER Equation.2  ���, et, par P et Q les milieux respectifs des diagonales � INCORPORER Equation.2  ��� et � INCORPORER Equation.2  ���.

1° a) Démontrer que IJKL est un parallélogramme.

b) Quelles conditions doit-on imposer à ABCD afin que IJKL soit :

( un rectangle ?	( un losange ?		( un carré ?

2° Démontrer que IPKQ et JPLQ sont des parallélogrammes.

3° Démontrer que le centre O du parallélogramme IJKL est le milieu du segment � INCORPORER Equation.2  ���.



� INCORPORER MSDraw  ���









� INCORPORER MSDraw  ���









� INCORPORER MSDraw  ���

�b) Lieu géométrique

� INCORPORER MSDraw  ����Données :

( un triangle ABC;

( I et J les milieux de� INCORPORER Equation.2  ��� et � INCORPORER Equation.2  ���;

( D un point de la droite � INCORPORER Equation.2  ���.

Situer le milieu M du segment � INCORPORER Equation.2  ��� lorsque D décrit la droite � INCORPORER Equation.2  ���.��c) Point fixe dans une composée de trois symétries centrales

� INCORPORER MSDraw  ����Données :

( un triangle ABC;

( un point � INCORPORER Equation.2  ���;

( � INCORPORER Equation.2  ��� le symétrique de � INCORPORER Equation.2  ��� par rapport à A;

( � INCORPORER Equation.2  ��� le symétrique de � INCORPORER Equation.2  ��� par rapport à B;

( � INCORPORER Equation.2  ��� le symétrique de � INCORPORER Equation.2  ��� par rapport à C.



Cherchons à quelle condition � INCORPORER Equation.2  ���.

��Condition nécessaire

1° Démontrer que :

a) les droites � INCORPORER Equation.2  ��� et � INCORPORER Equation.2  ��� sont parallèles;

b) les droites � INCORPORER Equation.2  ��� et � INCORPORER Equation.2  ��� sont parallèles.

2° Où placer le point � INCORPORER Equation.2  ��� en sorte que les points � INCORPORER Equation.2  ���.et � INCORPORER Equation.2  ��� soient confondus ?

Condition suffisante

Considérons le point � INCORPORER Equation.2  ��� tel que � INCORPORER Equation.2  ��� soit un parallélogramme.

Démontrer que les points � INCORPORER Equation.2  ��� et � INCORPORER Equation.2  ��� sont confondus.

Que représente le triangle ABC pour le triangle � INCORPORER Equation.2  ��� ?



�2° Mise en œuvre de la propriété :

Dans un triangle, la droite passant par le milieu d’un côté et parallèle à un deuxième côté coupe le troisième en son milieu.

a) Construire un segment dont les extrémités appartiennent à deux droites sécantes et dont on connaît le milieu.

� INCORPORER MSDraw  ������ INCORPORER MSDraw  ����� INCORPORER MSDraw  ����� INCORPORER MSDraw  ����� INCORPORER MSDraw  ������ INCORPORER MSDraw  �����Justifier que le point M est le milieu du segment � INCORPORER Equation.2  ���.

b)

� INCORPORER MSDraw  ����Données :

( un triangle ABC;

( le milieu I du segment � INCORPORER Equation.2  ���;

( le milieu J du segment � INCORPORER Equation.2  ���;

( la droite ( passant par I et parallèle à � INCORPORER Equation.2  ���;

( la droite (’ passant par J et parallèle à � INCORPORER Equation.2  ���;

( K le point commun aux droites ( et (’.

Démontrer que K est le milieu du segment � INCORPORER Equation.2  ���.��

c)

� INCORPORER MSDraw  ����Données :

( un parallélogramme ABCD de centre O;

( E le symétrique de D par rapport à A;

( F le point commun aux droites � INCORPORER Equation.2  ��� et � INCORPORER Equation.2  ���;

( ( la parallèle à � INCORPORER Equation.2  ���passant par F.

Démontrer que :

( le point F est le milieu de � INCORPORER Equation.2  ���;

( la droite ( passe par O.���3° Mise en œuvre des deux propriétés

a)

� INCORPORER MSDraw  ����Données :

( un parallélogramme ABCD de centre O;

( I le milieu du segment � INCORPORER Equation.2  ���;

( M le symétrique de O par rapport à I;

( N le point commun aux droites � INCORPORER Equation.2  ��� et � INCORPORER Equation.2  ���.

Démontrer que :

( le quadrilatère DOMC est un parallélogramme;

( le point M est le milieu de � INCORPORER Equation.2  ���.���

b)

� INCORPORER MSDraw  ����Données :

( un triangle ABC;

(  ( la parallèle à � INCORPORER Equation.2  ��� passant A;

( I le milieu de � INCORPORER Equation.2  ���;

( J le milieu de � INCORPORER Equation.2  ���;

( E le point commun aux droites � INCORPORER Equation.2  ��� et (;

( K le point commun aux droites � INCORPORER Equation.2  ��� et � INCORPORER Equation.2  ���.

Démontrer que la droite � INCORPORER Equation.2  ��� passe par le milieu de � INCORPORER Equation.2  ���.��

�c) Médianes d’un triangle

� INCORPORER MSDraw  ����















Données :

( un triangle ABC;

( B’ le milieu de � INCORPORER Equation.2  ���;

( C’ le milieu de � INCORPORER Equation.2  ���;

( G le point commun aux droites � INCORPORER Equation.2  ��� et � INCORPORER Equation.2  ���;

( M le point commun aux droites � INCORPORER Equation.2  ��� et � INCORPORER Equation.2  ���;�� INCORPORER MSDraw  �����( E le symétrique de G par rapport à B’.�( F le point symétrique de A par rapport à G.��Démontrer que :

( G est le milieu de � INCORPORER Equation.2  ���, puis que M est le milieu de � INCORPORER Equation.2  ���;

( � INCORPORER Equation.2  ���.

Conclure.�Démontrer que :

( � INCORPORER Equation.2  ��� est parallèle à � INCORPORER Equation.2  ��� et � INCORPORER Equation.2  ��� est parallèle à � INCORPORER Equation.2  ���;

( M est le milieu de � INCORPORER Equation.2  ���;

( � INCORPORER Equation.2  ���.

Conclure.��





�d) Hauteurs d’un triangle

Données :

( un triangle ABC (*) inscrit dans le cercle C de centre O;

( � INCORPORER Equation.2  ��� et � INCORPORER Equation.2  ��� les pieds des hauteurs issues de B et C;

( H le point commun aux droites � INCORPORER Equation.2  ��� et � INCORPORER Equation.2  ���;

( K le point commun aux droites � INCORPORER Equation.2  ��� et � INCORPORER Equation.2  ���;

( L le second point d’intersection de la droite � INCORPORER Equation.2  ���et du cercle C;

( A’ le milieu de � INCORPORER Equation.2  ���;

( D le point diamétralement opposé au point A sur le cercle C.

Démontrer que :

( BHCD est un parallélogramme

et en déduire que A’ est le milieu de � INCORPORER Equation.2  ���;

( � INCORPORER Equation.2  ��� est perpendiculaire à � INCORPORER Equation.2  ���;

( � INCORPORER Equation.2  ��� est parallèle à � INCORPORER Equation.2  ���

et donc perpendiculaire à � INCORPORER Equation.2  ���;

Conclure.



Démontrer que :

( � INCORPORER Equation.2  ��� est parallèle à � INCORPORER Equation.2  ���

et en déduire que K est le milieu de � INCORPORER Equation.2  ���.

Conclure.











(*) On suppose ici que le triangle ABC n’est ni rectangle et ni isocèle.











� INCORPORER MSDraw  ���
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