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Résolution de problèmes à l’aide de graphes
Voir l’annexe page 105.

Complément sur les suites

Les suites ont été introduites en classe de première ES pour décrire l’évolution de situa-
tions itératives simples ou de phénomènes chronologiques. L’objectif premier était de
familiariser les élèves avec un nouveau concept, d’observer le comportement des pre-
miers termes et de décrire explicitement le terme général dans le cas des suites arith-
métiques ou géométriques. Le programme de terminale introduit quelques nouveaux
éléments permettant d’étudier des situations plus variées. 
L’intérêt de l’exemple qui suit est de réactualiser des connaissances antérieures, de ren-
contrer des suites du type un + 1 = aun + b et d’illustrer la démarche « réflexion préa-
lable – expérimentation numérique – calculs algébriques » dont la pratique est un des
objectifs du programme.

Exemple : Remboursement à mensualités constantes d’un prêt bancaire

Le calcul du remboursement d’un prêt dans le cas où il s’effectue selon des men-
sualités constantes pour une période donnée et pour un taux fixe est un problème
classique, abordable dès la première. Nous l’abordons ici suivant trois points de vue
distincts. Il peut être intéressant que des groupes d’une même classe travaillent sur
des approches différentes et confrontent ensuite leurs résultats ; certains élèves
peuvent être plus à l’aise avec l’un des points de vue mais trouveront aussi un inté-
rêt à explorer les autres. 
La situation traitée est la suivante :
Pour acheter un appartement, une famille a besoin d’un capital de 80 000 €. D’après
l’établissement de prêt contacté, elle peut bénéficier d’un taux annuel de 5 %. Elle
envisage de rembourser par mois un montant constant. 
– Le montant de la mensualité peut-il être aussi petit que l’on veut ?
– Pour des mensualité de 600 € par mois, combien de temps durera le remboursement ?
Il convient, puisqu’on parle de remboursements mensuels, de se ramener à un taux
mensuel τ pour les intérêts du prêt (0 < τ < 1). Comme on l’a vu dans le paragraphe
sur les limites, on peut utiliser un taux proportionnel égal à 0,05/12 (soit un pour-
centage mensuel de 0,42 %) ou un taux actuariel égal à 1,051/12 – 1 (soit un pour-
centage mensuel de 0,4074 %) : les calculs actuels utilisent les taux actuariels (« plus
justes »), ce que nous faisons ici (soit : τ = 1,051/12 – 1).
Pour répondre à la première question, notons qu’au bout d’un mois, le capital
emprunté C = 80 000 € a la valeur :

C1 = (1 + τ)C ≈ 80326.
Le montant minimum de remboursement mensuel est de 326 €, en dessous duquel
la somme à rembourser ne diminuera pas.
Pour un remboursement mensuel de valeur M = 600, le capital à rembourser va
diminuer de mois en mois : le prêt est donc possible.
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Première approche
(Cette activité est disponible sur le cédérom.)
Dans cette approche, inspirée par la résolution de la première question, on choisit
de considérer qu’au mois p, on rembourse la totalité Ip des intérêts du capital Dp-1
restant à rembourser, le reste de la mensualité donnant la part Rp du capital rem-
boursé ce mois là. 
Un raisonnement qualitatif préalable permet de dire qu’au début du prêt, la part des
mensualités liées au remboursement des intérêts est forte : le capital à rembourser est
élevé, les intérêts représentent une somme importante ; en fin d’emprunt, les intérêts
ne représentent qu’un faible somme, leur part dans le remboursement devient faible.
On peut établir les formules suivantes :

Ip = τ × Dp – 1 ; Rp = M – Ip ; Dp = Dp – 1 – Rp.

Ces formules permettent de mettre en œuvre des calculs itératifs, mois après mois
et une représentation graphique permet de visualiser les effets annoncés.

On peut alors chercher à en savoir plus sur les suites étudiées, ne serait-ce qu’en
vue de déterminer par une formule la durée du prêt : les banques utilisent effective-
ment de telles formules et ne déterminent pas cette durée graphiquement ou par
des calculs itératifs. On trouve :

Dp = (1 + τ)Dp – 1 – M Ip = (1 + τ)Ip – 1– τM Rp = (1 + τ)Rp – 1

La durée n du prêt vérifie l’équation R1 + … + Rn≈ C, soit :

(1).

D’où n = 193 (la dernière mensualité n’est que de 426,93 €). 

Remarque – Les suites (Dn) et (In) vérifient une relation de récurrence du type
un + 1 = aun + b; on associera à ces suites la représentation graphique des fonctions
f(x) = ax + b et g(x) = x ; à titre de synthèse, on mettra en évidence la convergence
ou la divergence de la suite (un) définie par un + 1 = aun + b suivant que a < 1 ou a > 1.
L’explicitation de la suite géométrique associée confirmera l’observation graphique.

Deuxième approche
Un autre point de vue consiste à faire le raisonnement suivant : si le prêt s’arrête à
n mensualités, c’est que l’ensemble des versements effectués a, en fin de rembourse-
ment, la même valeur que celle acquise par le capital emprunté. Or la valeur du capi-
tal, au bout de n mensualités, est Cn = (1 + τ)nC, celle du premier versement est
(1 + τ)n – 1M, du deuxième (1 + τ)n – 2M, etc. 
En se plaçant d’un point de vue expérimental, sur tableur, on peut observer à quel
instant n la valeur actualisée de l’ensemble des versements (courbe en vert ci-dessous)
égale celle du capital (courbe en bleu).
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Le nombre n doit vérifier : (1 + τ)nC = M((1 + τ)n – 1 + (1 + τ)n – 2 + … + 1). On
retrouve ainsi la formule (1).

Troisième approche
On considère que la p-ième mensualité M représente le remboursement d’une por-
tion Kp du capital initial qui justement vaut M au moment de son remboursement,
d’où : Kp(1 + τ)p = M. 
La suite Kp est donc géométrique et on doit avoir, pour un prêt de durée n : 
K1 + … + Kn = C. En exprimant la somme de cette suite géométrique on retrouve
encore la formule (1).
Remarque – La formule (1) permet aussi de fixer la mensualité M si on fixe la durée
n :

Suites du type un + 2 = a un + 1 + b un

On donnera quelques exemples de situations amenant à des suites définies par une
relation de récurrence linéaire d’ordre deux (telles la suite de Fibonacci). L’objectif
est de manipuler des suites de ce type, de conclure sur leur monotonie dans des cas
simples, éventuellement de poursuivre l’étude grâce aux propriétés des suites géo-
métriques. Aucune recherche de solution générale n’est à faire.

Sur quelques exemples, on pourra introduire une écriture matricielle de la relation de

récurrence – en posant vn = un + 1, on obtient – puis utiliser les

méthodes développées en première ou dans l’autre partie de cette spécialité.

Prolongement d’une suite finie

On pourra consulter le document d’accompagnement de première L à ce propos
(« Analyse », terminale, paragraphe sur les suites, p. 15). Pour la suite (k) « Voir et
dire », dont les premiers termes sont : 

1 – 11 – 21 – 1211 – 111221 – 312211 (et non 31 21 11),
on pourra s’interroger sur la parité du nombre de chiffres ou sur le plus grand chiffre
qui peut être présent dans l’écriture des termes de cette suite (et montrer que c’est le
chiffre 3). 
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Cette suite est aussi un exemple d’algorithme simple qui permet de calculer n’importe
quel terme de la suite en théorie, mais pas en pratique : en effet, le terme d’indice 77 a
déjà plus d’un milliard de chiffres (voir à ce sujet The On-Line Encyclopedia of Integer
Sequences, www.research.att.com/~njas/sequences, ou Conway J. H. et Guy R.K.,
« The Look and Say Sequence », in The Book of Numbers, New York, Springer-
Verlag, p. 208-209, 1996).

Géométrie dans l’espace

L’objectif de ce chapitre est avant tout de consolider les connaissances de première ;
les élèves ont alors vu le lien entre une fonction f de deux variables x et y et la surface
d’équation z = f(x,y). Quelques activités élémentaires relatives aux surfaces pourront
être proposées. On pourra ainsi associer une représentation dans l’espace à la résolu-
tion analytique de la recherche d’un extremum d’une fonction de deux variables sous
une contrainte linéaire.

Exemples

Ces derniers qui suivent privilégient un questionnement mathématique. Qu’on en
reste là ou que l’on utilise des situations économiques, on entraînera toujours à
une vision intuitive et on se limitera à des questions simples. 

1) Le choix de cet exemple permet d’user d’un langage très intuitif ; une activité
parallèle utile pourra être de faire découvrir aux élèves la forme générale des courbes
de niveau d’une surface topographique autour respectivement d’un sommet, d’un
fond et d’un col ou, inversement, de reconstituer, à partir d’une carte topographique,
le profil de la ligne joignant deux points donnés.

Considérons la surface d’équation (1),

associée à la fonction f des deux variables réelles x et y

définie par f(x,y) .

On l’a représentée ci-contre dans une « boîte » définie par :
– 5 � x � 5
– 5 � y � 5
– 10 � z � 5

Cette surface a la forme d’un dôme ayant son sommet à
l’origine, à l’altitude 1.

Les courbes de niveau de cette surface sont des cercles
d’équations x2 + y2 = 2(1 – h) où h représente l’altitude. La
figure ci-contre montre quelques courbes de niveau de la
surface (de h = 1 à h = – 8).

Dès que l’on s’écarte de l’origine dans une direction quel-
conque, la surface descend. Elle atteint l’altitude 0 sur le
cercle x2 + y2 = 2, c’est-à-dire à une distance de l’origine
égale à . À l’extérieur de ce cercle, les altitudes devien-
nent négatives, et elles tendent vers –∞ lorsque la distance à
l’origine tend vers l’infini. 
La même figure montre une droite dont l’équation dans le
plan Oxy est y = 1 + x. Considérée dans le système d’axes
(Ox,Oy,Oz), cette équation est aussi celle d’un plan vertical.

2

= 1 − 1
2

x2 + y2( )

z = 1 − 1
2

x2 + y2( )
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L’intersection de ce plan vertical et de la surface est comme
un sentier qui commence par monter sur le dôme – sans tou-
tefois atteindre son sommet –, avant de redescendre. Les
courbes de niveau montrent où se trouve le point le plus
haut de ce sentier.
Pour déterminer ce point analytiquement, remplaçons la
variable y dans l’équation (1) par sa valeur 1 + x. Nous obte-
nons, après calcul, z = 1 – x – x2 ; cette équation donne
l’altitude z du sentier pour chaque valeur de x.

Sous la contrainte y = 1 + x, on est donc ramené à la fonction

altitude 1 – x – x2. L’altitude est maximale pour ; et

donc le point le plus haut de ce sentier a pour coordonnées

.

2) z = y – x2

Déterminer le maximum de z sous les
contraintes suivantes :
y = x + 4
ou y = x + 1
ou y = x – 3

3)

Déterminer le maximum de z sous la contrainte y = – 2x + 6.

z = xy

− 1
2

,
1
2

,
5
4





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ELes graphes dans l’enseignement de spécialité
L’introduction d’éléments de la théorie des graphes dans l’enseignement de spécialité
de la classe terminale de la série ES constitue une grande nouveauté :
– pour la première fois, cette branche des mathématiques discrètes fait son entrée dans
l’enseignement secondaire français ; 
– le travail proposé est axé sur la seule résolution de problèmes et aucunement sur un
exposé magistral. 

Pourquoi introduire des éléments sur les graphes ?

Ce choix est cohérent tant avec le programme de la classe antérieure qu’avec les exi-
gences de formation ultérieure. On trouve en effet ici quelques applications intéressantes
du calcul matriciel développé dans l’option de première ES ; par ailleurs, les pro-
blèmes résolus constituent une première approche – volontairement modeste – de situa-
tions diverses (gestion de stocks, transports à coûts minimaux, recherche de fichiers
dans des ordinateurs, reconnaissance de mots…) auxquelles les élèves pourront être par
la suite confrontés. 
Pour de nombreux lycéens, le champ mathématique se limite au calcul, à l’étude des
fonctions et à la géométrie élémentaire : s’ouvrir sur la théorie des graphes, c’est
s’ouvrir à de nouveaux raisonnements, c’est s’entraîner à avoir un autre regard mathé-
matique et finalement, progresser. Enfin le travail fait sur les graphes pourra être investi
dans des travaux personnels encadrés.

Pourquoi axer le travail sur la seule résolution de problèmes ?

La théorie des graphes ouvre un grand champ de modélisation conduisant à des solu-
tions efficaces pour de nombreux problèmes ; toute présentation théorique magistrale
du sujet est contraire au choix fait ici. De plus, la résolution de problèmes laisse
place à l’initiative des élèves, avec un temps nécessaire de tâtonnements et d’essais.
L’objectif, ici, est d’apprendre à représenter une situation à l’aide d’un graphe en se
posant d’abord les questions suivantes : « Quels objets vont tenir le rôle de sommets,
lesquels deviennent les arêtes ? »
Pour illustrer le type de travail à faire, on trouvera ci-dessous une liste de 25 exemples
permettant de faire le tour de toutes les notions au programme. Bien entendu, cette
liste ne revêt aucun caractère officiel ou obligatoire. L’optique étant la résolution de
problèmes, c’est le bon usage des notions relatives aux graphes, et non la mémorisa-
tion de définitions formelles, qui est ici recherchée. 
Un lexique est fourni ; sa fonction est de définir clairement les limites de cet ensei-
gnement neuf : toute notion relative à la théorie des graphes, qui ne correspondrait
pas à l’un des termes du lexique, est hors programme.

Exemples
Dans les exemples ci-dessous, on a parfois construit les graphes et donné quelques
éléments de réponse afin d’avoir assez vite une idée générale de ce qui est proposé : on
indique aussi les contenus illustrés ou introduits dans chacun des exemples proposés.

Les enveloppes

Peut-on parcourir une fois et une seule les arêtes des graphes ci-dessous sans lever le
crayon?

• Contenu : introduction des graphes (arêtes, sommets, ordre, sommets adjacents) ;
degré d’un sommet ; chaîne eulérienne ; théorème d’Euler.
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E Les ponts de Königsberg

Au XVIIIe siècle, les habitants de Königsberg (actuellement Kaliningrad, région de la
Russie frontalière de la Pologne et de la Lituanie) aimaient se promener le dimanche.
La ville de Königsberg comprenait sept ponts, disposés selon le schéma ci-dessous. Le
souhait des habitants de Königsberg était de faire un trajet passant une fois et une seule
par chaque pont. Comment faire ?

• Contenu : introduction des graphes (arêtes, sommets, ordre, sommets adjacents) ;
degré d’un sommet ; cycle eulérien.

Dominos

Peut-on aligner tous les pions d’un jeu de domino suivant la règle du domino ? On
commencera par étudier la question avec un jeu dont les dominos comportent les
chiffres jusqu’à n, pour n = 2, 3, 4.

Une arête représente un domino. Il faut trouver une chaîne qui permet de parcourir
toutes les arêtes une fois et une seule. On ne s’est pas occupé ici des « doubles »
puisqu’on peut toujours les intercaler
• Contenu : graphes complets ; chaînes eulériennes ; degré d’un sommet ; théorème
d’Euler.

Traversée de frontières

Cinq pays sont représentés ci-contre avec leurs frontières. Est-il possible de partir d’un
pays et d’y revenir en franchissant chaque frontière une fois et une seule ? 

• Contenu : chaîne eulérienne ; degré d’un sommet ; théorème d’Euler. 
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EDessins de graphes

– Parmi les graphes ci-dessous, déterminer ceux qui sont susceptibles de décrire une
même situation.

– Peut-on dessiner des graphes simples (pas d’arêtes dont les extrémités sont confon-
dues et au plus une arête joignant deux sommets) dont la liste des degrés des
sommets soit :

6-3-2-2 -1-1-1 7-5-3-2-2-2-2-2
• Contenu : représentations de graphes, degrés de sommets.

Associer un graphe à une situation

Comparer les trois graphes définis ci-dessous :
– on considère un octaèdre ; un sommet du graphe est associé à un sommet de
l’octaèdre et une arête correspond à une arête de l’octaèdre ;
– on considère un cube ; un sommet du graphe est associé à une face du cube et deux
sommets du graphe sont reliés par une arête si les faces correspondantes ont une
arête commune ;
– les sommets du graphe sont tous les sous-ensembles à deux éléments de {1,2,3,4} ;
deux sommets sont reliés si leur intersection est non vide.
Représenter la situation suivante à l’aide d’un graphe : « Trois pays envoient chacun
à une conférence deux espions ; chaque espion doit espionner tous les espions des
autres pays. »
• Contenu : représentations de graphes ; sommets, sommets adjacents ; arêtes.

Matches de football

Une ligue de football comporte cinq équipes.
– Il est décidé par le bureau de la ligue que lors d’un week-end d’entraînement, chaque
équipe jouera quatre matches (deux équipes ne peuvent pas se rencontrer plus d’une
fois). Comment l’organiser (chacun est libre de ses règles d’organisation) ?
– Le calendrier étant trop chargé, les organisateurs décident que chaque équipe ne
jouera que trois matches. Comment l’organiser ?
• Contenu : degré d’un sommet ; lien entre la somme des degrés des sommets et le
nombre d’arêtes.

Poignées de main

M. et Mme Euler assistent à une réunion. Il y a trois autres couples dans l’assistance :
certains participants à la réunion se saluent en se serrant la main. Personne ne serre
sa propre main et les époux ne se serrent pas la main. Deux personnes quelconques
de l’assemblée se serrent la main au plus une fois. M. Euler constate que les sept autres
personnes ont échangé des poignées de mains en nombres tous distincts. Combien
de poignées de mains M. et Mme Euler ont-ils échangé avec les autres membres de
la réunion ?
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E

• Contenu : introduction des graphes (arêtes, sommets, ordre, sommets adjacents) ;
degré d’un sommet.

Transport de produits chimiques

On trouvera ci-contre le
graphe d’incompatibi-
lité de six produits chi-
miques. Quel est le
nombre minimum de
wagons nécessaires à
leur transport ? 
• Contenu : nombre
chromatique.

Coloration de la carte de l’Europe

On veut colorer chaque pays de la carte ci-dessous de telle sorte que deux pays voisins
ne soient pas de la même couleur. Montrer qu’il faut disposer d’au moins quatre cou-
leurs et que quatre couleurs suffisent (deux pays dont les frontières n’ont qu’un
nombre fini de points communs ne sont pas considérés comme voisins).

• Contenu : sous-graphe complet ; nombre chromatique.

Un problème d’aquariophile

A, B, C, D, E, F, G et H désignent huit poissons ; dans le tableau ci-dessous, une
croix signifie que les poissons ne peuvent cohabiter dans un même aquarium.

A B C D E F G H 

A � � � � �

B � � � �

C � � � � �

D � � � �

E � � � �

F � � �

G � � � �

H � � �
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EQuel nombre minimum d’aquariums faut-il ? 

• Contenu : matrice associée à un graphe ; sous-graphe ; graphe complet ; nombre
chromatique.

Nombre chromatique

Tracer les graphes associés aux matrices ci-dessous et chercher leur nombre chromatique.

Les graphes ci-dessous peuvent-ils être associés à C ?

Donner des matrices associées au graphe suivant :

• Contenu : matrices et graphes associés ; nombre
chromatique.

Organisation d’un examen

On veut organiser un examen comportant, outre les matières communes, six matières
d’options : Français (F), Anglais (A), Mécanique (M), Dessin industriel (D), Internet(I),
Sport (S) ; les profils des candidats à options multiples sont :

F, A, M D, S I, S I, M
1) Quel est le nombre maximum d’épreuves que l’on peut mettre en parallèle ?
2) Une épreuve occupe une demi-journée ; quel est le temps minimal nécessaire pour
ces options ?
• Contenu : sous-graphes ; graphe complet ; nombre chromatique.

Solution

Le graphe associé à cette situation est le suivant :
Tout sous-graphe de plus de trois sommets comporte des
arêtes ; deux sous-graphes d’ordre trois (de sommets respec-
tivement A,D,I et F,D,I) n’ont pas d’arêtes : le nombre maxi-
mum d’épreuves en parallèle est trois.

Il y a un sous-graphe complet d’ordre 3 ; le nombre chroma-
tique est au moins égal à 3 ; on voit que trois couleurs suffisent. 
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E Ouverture de magasins

Une chaîne de cinq magasins décide d’ouvrir ses magasins en nocturne avec les
contraintes suivantes : les deux premiers magasins ne peuvent pas être ouverts
ensemble ; il en est de même pour les deux derniers ; au plus un seul magasin peut être
ouvert parmi les magasins 1, 3, 4.
Trouver un état qui maximise le nombre de magasins ouverts en nocturne, tout en
respectant les contraintes.

• Contenu : sous-graphes.

Solution

Il n’y a qu’un seul sous-graphe engendré par trois éléments et qui soit sans arêtes ;
tous les sous-graphes engendrés par 4 ou 5 éléments ont des arêtes. 

Puissances de la matrice associée à un graphe

Ci-après, la matrice M est associée à un graphe orienté G qu’on représentera.
Tracer le graphe et interpréter les termes de M2, puis de M3.

• Contenu : graphe orienté ; matrice associée à un graphe orienté ; longueur d’une
chaîne. 

Circuits touristiques

Pour traverser une chaîne de montagnes, il faut passer par plusieurs sommets, reliés
entre eux par des voies ne pouvant être franchies que dans un seul sens. On donne ci-
dessous le graphe associé à cette situation (E est le point d’entrée et S le point de sor-
tie). L’office de tourisme cherche toutes les traversées qui partent de E et arrivent en S
en 4, 5 ou 8 étapes (une étape est le passage d’un sommet à un autre, ou du départ à
un sommet, ou d’un sommet à l’arrivée). 

Les sommets étant classés dans l’ordre E, A, B, C,
G, D, F, S, on a :
La première ligne de M3 est : 0 1 0 0 2 2 2 2
La première ligne de M4 est : 0 0 0 0 3 3 2 4
La première ligne de M5 est : 0 0 0 0 3 2 3 5
La première ligne de M7 est : 0 0 0 0 3 3 2 6
La première ligne de M8 est : 0 0 0 0 3 2 3 5
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ECombien de traversées peut-on faire en 4 (resp. 5) étapes ?
Trouver toutes les traversées possibles en 8 étapes.
• Contenu : graphe orienté ; matrice associée à un graphe orienté. 

Coloration de graphes

– Montrer que le nombre chromatique du graphe (1) ci-dessous vaut 3. Pour trois
couleurs données, combien y a-t-il de colorations possibles ?
– Montrer que le nombre chromatique du graphe (2) ci-dessous vaut 2.

• Contenu : nombre chromatique, sous-graphes complets.

Algorithme de coloration d’un graphe

On commence par établir une liste ordonnée des sommets. 
Tant qu’il reste des sommets à colorer, exécuter les actions suivantes : 
– choisir une nouvelle couleur appelée couleur d’usage ;
– chercher dans la liste des sommets le premier sommet non coloré et le colorer avec
la couleur d’usage ;
– examiner tour à tour, dans l’ordre de la liste, tous les sommets non colorés et, pour
chacun d’eux, le colorer lorsqu’il n’est adjacent à aucun sommet coloré avec la cou-
leur d’usage. 

Remarque – Cet algorithme fournit un coloration, mais le nombre r de couleurs
utilisées peut-être supérieur au nombre chromatique. D’où l’intérêt éventuel de
comparer r à un minorant r’ du nombre chromatique : si r = r’, c’est le nombre
chromatique.

On veut colorer chaque région administrative française de telle sorte que deux régions
voisines ne soient pas de la même couleur :
– montrer qu’il faut disposer d’au moins quatre couleurs ; 
– appliquer l’algorithme ci-dessus. 
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Voici le classement utilisé : ordre décroissant des degrés et ordre alphabétique pour
les ex-æquo :

• Contenu : coloration ; nombre chromatique. 

Diamètre d’un graphe

1) Caractériser les graphes de diamètre 1.Trouver le diamètre des graphes ci-dessous. 

2) Quels sont les diamètres des graphes ci-dessous ? Si on continuait à construire des
graphes sur le même modèle, quels seraient les nombres de sommets et d’arêtes en
fonction du diamètre ?

3) Quel est le diamètre du graphe ci-contre ? Si on
« continuait » ce graphe, comment évoluerait l’ordre
du graphe en fonction du diamètre ? 

• Contenu : diamètre d’un graphe.
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Sur les arêtes du graphe suivant,
représentant un réseau autorou-
tier, on a marqué les distances
entre deux étapes et, entre paren-
thèses, les prix des péages. Entre
D et A, déterminer :
– la chaîne la plus courte ;
– la chaîne qui minimise la somme
dépensée en péage.

• Contenu : graphe pondéré ; poids d’une chaîne ; plus courte chaîne.

Algorithme de Dijkstra

Il existe plusieurs algorithmes de recherche de la plus courte chaîne entre deux
sommets d’un graphe pondéré par des poids positifs ; on présente ici un tel algorithme,
dû à Dijkstra.
L’idée de l’algorithme est de procéder de proche en proche, en marquant à chaque
étape au crayon (c’est-à-dire de façon provisoire) certains sommets, puis à l’encre
(c’est-à-dire de façon définitive) un des sommets déjà marqués au crayon. On arrête
quand on a marqué à l’encre le sommet final.

Exemple 1

On cherche le plus court chemin de E
à S sur le graphe suivant :

Pour démarrer, on marque à l’encre (rouge) le sommet E avec le poids 0, puisque le
plus court chemin de E à E est évidemment de longueur 0.
Chaque étape de l’algorithme consiste ensuite à exécuter les actions suivantes, tant
que le sommet S à atteindre n’est pas marqué à l’encre.
– Soit T le dernier sommet marqué à l’encre.
– Pour tout sommet T’ non encore marqué à l’encre et adjacent à T, calculer la
somme s du poids de T et du poids de l’arête reliant T à T’ ; si T’ n’est pas encore
marqué au crayon (noir), marquer T’ au crayon avec le poids s ; si T’ est déjà mar-
qué au crayon, remplacer (toujours au crayon) le poids provisoire de T’ par s si s est
plus petit (on a trouvé un chemin plus court), sinon garder le poids précédent.
– Parmi tous les sommets marqués au crayon, en choisir un de poids minimum et
marquer à l’encre ce poids.
On réitère l’opération tant que le sommet final S n’est pas marqué à l’encre. Quand
l’algorithme se termine, le poids marqué en S est la longueur d’une plus courte chaîne
reliant E à S. On peut facilement raffiner l’algorithme pour obtenir cette plus courte
chaîne : il suffit à chaque fois que l’on marque provisoirement un sommet, de mar-
quer, outre le poids, le sommet précédent, ce qui permet de retrouver une chaîne de
longueur minimale en repartant de S, comme dans les figures ci-dessous.
L’algorithme, exécuté sur l’exemple ci-dessus, donne les étapes suivantes : 
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On peut représenter les différentes étapes de l’algorithme, exécuté sur cet exemple, par
un tableau où figurent à droite les éléments successifs marqués de façon définitive.

La plus courte chaîne a un poids 6 ; elle se lit ici à l’envers SDCBE : S a un poids 6
venant de D, D est pondéré à partir de C, C à partir deB, B à partir de E. 

Le même algorithme s’applique aux graphes orientés.

Exemple 2

La chaîne la plus courte se lit à l’envers sur le tableau : S, F, C, E. Elle a pour
longueur 10.
Remarque – À la fin de l’algorithme, tous les poids marqués à l’encre donnent les
longueurs des plus courtes chaînes reliant les sommets considérés au sommet initial.
Une preuve formelle de ce fait est difficile (comme il est difficile, par exemple, de
prouver formellement que l’algorithme classique de multiplication des entiers donne
le nombre cherché) et n’est pas exigible. On peut calculer que, si le nombre de
sommets est n, le nombre d’opérations à faire est au plus de l’ordre du carré de n,
ce qui est en général beaucoup plus petit que le nombre de chaînes sans cycles reliant
E à S : c’est donc bien plus efficace que l’algorithme élémentaire qui consiste à regar-
der toutes les chaînes reliant E à S, et à chercher la plus courte.

• Contenu : graphe pondéré ; poids d’une chaîne ; plus courte chaîne.
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Un réseau informatique doit être accessible à un grand nombre de personnes, qui ne doi-
vent cependant pas avoir le même code d’accès. Cet accès est régi par un des graphes éti-
quetés ci-dessous ; un mot est accepté comme code d’accès (ou reconnu) si c’est une liste
de lettres commençant par d et terminant par f, associée à une chaîne de ce graphe. 
– Les mots « decif » et « daaeebiif » sont-ils des mots reconnus par les graphes étiquetés
ci-dessous ?
– Donner, pour chaque graphe ci-dessous, la liste des mots de 5 lettres reconnus. 
– Caractériser pour chaque graphe les mots reconnus.

• Contenu : graphe étiqueté.

L’allumeur de réverbère

Chaque matin, l’allumeur de réverbère du Petit Prince change l’état du réverbère de sa
planète avec une probabilité 0,75. Au jour 0, le réverbère est éteint.
– Qu’observe-t-on en simulant une grande population de réverbères régis par le même
système probabiliste de changements d’état ?
– Faire un arbre permettant de trouver l’état probabiliste du réverbère au deuxième jour.
– Décrire cette situation à l’aide d’un graphe probabiliste. Soit M la matrice de tran-
sition associée à ce graphe.
– Soit M la matrice de transition associée à ce graphe : 

Vérifier que 

Calculer N2, R2, NR et RN puis en déduire Mn, pour n entier naturel.
– Au jour 0, le réverbère est allumé (resp. éteint). Calculer la probabilité pn (resp. p’n)
que le réverbère soit allumé (resp. éteint) au n-ième matin. Faire le lien avec les résul-
tats des simulations observées en 1.

Remarque – On peut varier cet exemple en utilisant l’égalité matricielle suivante, où
a et b sont des nombres dans ]0,1[, et en calculant ainsi aisément la puissance n-ième
d’une matrice de transition associée à un graphe probabiliste :

• Contenu : graphe probabiliste ; matrice de transition ; état probabiliste. 

Transferts de population

Deux villes X et Y totalisent une population d’un million d’habitants. La ville X est
plus agréable, mais la ville Y offre de meilleurs salaires ; 20 % des habitants de Y
partent chaque année habiter X pour avoir un cadre de vie meilleur et 5 % des habi-
tants de X partent chaque année habiter Y pour augmenter leur niveau de vie.
– Sachant qu’en l’année 0, un quart des habitants sont en X, calculer la population
de X et de Y au bout de 1, 2, 5, 10 ans.
– Que se passe-t-il si on suppose que 99 % des habitants sont initialement en Y ou en
X ? que la population est également répartie entre les deux villes (500 000 dans chaque
ville en l’année 0) ? Que constate-t-on ?

Remarque – On pourra refaire le problème en variant, non plus les conditions de
départ, mais les coefficients de transition : 15% et 5%, ou 40% et 20%, par exemple.

• Contenu : graphe probabiliste ; matrice de transition. 

1 − a a

b 1 − b




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Un individu vit dans un lieu où il est susceptible d’attraper une maladie par piqûre d’in-
secte. Il peut être dans l’un des trois états suivants : immunisé (I), malade (M), non malade
et non immunisé (S). D’un mois à l’autre, son état peut changer suivant les règles suivantes :
– étant immunisé, il peut le rester avec une probabilité 0,9 ou passer à l’état S avec une
probabilité 0,1 ;
– étant dans l’état S, il peut le rester avec une probabilité 0,5 ou passer à l’état M
avec une probabilité 0,5 ;
– étant malade, il peut le rester avec une probabilité 0,2 ou passer à l’état I avec une
probabilité 0,8.
Tracer un graphe probabiliste pour décrire cette situation et écrire la matrice de tran-
sition. Calculer (avec une calculatrice ou un ordinateur) la probabilité qu’il soit malade
ou immunisé au bout de trois mois, de six mois, d’un an, de deux ans, pour chacune
des situations suivantes :
– au départ, il est immunisé ;
– au départ, il est non malade et non immunisé ;
– au départ, il est malade.
Pouvez-vous donner des éléments sur la proportion d’individus malades dans la popu-
lation étudiée ?

Solution

Au bout d’un an, de deux ans, de trois ans, etc., quel que soit l’état initial, l’individu
considéré a une probabilité 0,755 d’être immunisé, 0,151 d’être non malade et non
immunisé, 0,094 d’être malade. L’état (0,755 ; 0,151 ; 0,094) est stable. La maladie
touche donc en permanence environ 9,4% de la population.

• Contenu : graphe probabiliste ; matrice de transition ; état probabiliste. 

Lexique
La plupart des termes de ce lexique correspondent à leur sens intuitif et ne doivent pas faire
l’objet de définitions formelles ; ils seront peu à peu introduits à l’occasion des exercices
résolus. Le but de ce lexique est de délimiter nettement le type de problèmes à proposer
aux élèves pour une évaluation : le vocabulaire donné doit suffire pour les résoudre.
La terminologie proposée ici pour les graphes non orientés est la plus répandue dans
les ouvrages de langue française.
Dans le cas d’un graphe orienté, on ajoutera l’adjectif « orienté » lorsque cela s’avérera
nécessaire.
Les pages suivantes proposent une explicitation du vocabulaire de la théorie des graphes
qui figure au programme. Les « définitions » et les exemples donnés distinguent :
– les graphes non orientés ;
– les graphes orientés.

Graphes non orientés

Un graphe est constitué de sommets, dont certains sont reliés par des arêtes. Deux
sommets reliés par une arête sont adjacents. Le nombre de sommets présents dans un
graphe est l’ordre du graphe. Le degré d’un sommet est le nombre d’arêtes dont ce
sommet est une extrémité.

Le graphe G1 est d’ordre 6 ; les
sommets 1 et 2 sont adjacents,
puisque reliés par une arête. Ce
n’est pas le cas des sommets 5 et 2.
Le degré du sommet 5 est égal à 3.
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ELa matrice associée à un graphe d’ordre n dont les sommets sont numérotés de 1 à n
est une matrice symétrique, de dimension n × n, où le terme à l’intersection de la i-ème
ligne et de la j-ème colonne vaut k, nombre d’arêtes reliant i et j. 

La matrice 6 × 6 ci-contre est la matrice associée au graphe
G1 ; elle ne contient que des 0 et des 1 puisque deux sommets
quelconques de ce graphe sont au plus reliés par une arête.
C’est d’ailleurs à ce type de graphe que l’on se restreindra le
plus souvent.

Un sous-graphe d’un graphe G est un graphe dont les sommets sont des sommets de
G et les arêtes sont certaines des arêtes de G reliant ces sommets. Le sous-graphe
engendré par k sommets est le sous-graphe de G défini par ces k sommets et toutes
les arêtes de G reliant deux de ces k sommets.
Un sous-graphe est stable s’il ne comporte aucune arête.

Ci-contre, on a choisi, pour construire
le sous-graphe G’ (en bleu) les sommets
2, 4, 5 et 6. Les arêtes qui reliaient
dans G1 ces sommets (en bleu aussi)
sont les arêtes du sous-graphe G’. 
Les sommets 6, 2, 4 et 5 ainsi que les
arêtes 5-6, 4-5 et 2-4 constituent un
sous-graphe de G. Les sommets 1, 4,
6 et 3 définissent un sous-graphe
stable.

On appelle graphe complet un graphe dont tous les sommets sont adjacents. 

Le graphe H est un graphe complet d’ordre 4.

Une chaîne est une liste ordonnée de sommets telle que chaque sommet de la liste
soit adjacent au suivant. La longueur d’une chaîne est le nombre d’arêtes qui la
composent.

Dans le graphe G1, on a nommé les
6 arêtes a, b, c, d, e et f. La liste
ordonnée de sommets (2-6-5-4) est
une chaîne, que l’on peut aussi noter,
en utilisant les arêtes qui la compo-
sent, (f/e/c). La longueur de cette
chaîne vaut 3. 
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cycle est une chaîne fermée composée d’arêtes toutes distinctes.

Dans le graphe G2, (1-2-3-5-2-1) est
une chaîne fermée que l’on pourrait
aussi noter (a/c/d/b/a). Ce n’est pas
un cycle, puisque l’arête a y inter-
vient deux fois. En revanche, (a/c/e/f)
est un cycle. 

Une chaîne eulérienne est une chaîne qui contient une fois et une seule chaque arête
du graphe. Si cette chaîne est un cycle, on parle de cycle eulérien. 

Dans le graphe G3, (g/c/b/d/e/h/a/f)
est une chaîne eulérienne. 

Un graphe est dit connexe s’il existe une chaîne entre deux sommets quelconques de
ce graphe. 

Le graphe G3 est connexe.
Le graphe G4 ne l’est pas : il n’existe
pas de chaîne entre les sommets 5 et
3 par exemple.

La distance entre deux sommets est la plus courte longueur des chaînes qui les relient.
Le diamètre d’un graphe est la plus grande distance entre deux sommets. 
Reprenons le graphe G1 :

– il existe une chaîne de longueur 2
entre les sommets 1 et 4 : la chaîne
(1-2-4). Ces deux sommets n’étant
pas adjacents, la distance entre 1 et
4 vaut 2 ;
– le diamètre du graphe est 4 : en
effet, la distance entre les sommets
1 et 3 vaut 4. On peut vérifier « à la
main » qu’il n’existe pas de distance
plus grande entre deux sommets.
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que deux sommets adjacents ne portent pas la même couleur. 

Le nombre chromatique d’un graphe est le plus petit nombre de couleurs permettant
de le colorer.

Le graphe G1 a pour nombre
chromatique 2 ; en effet, il faut
au moins deux couleurs pour
colorer ce graphe puisqu’il y
existe des sommets adjacents. En
outre, on vérifie que 2 couleurs
suffisent.

Graphes orientés

Un graphe orienté est un graphe dont les arêtes sont orientées : on parle alors de
l’origine et de l’extrémité d’une arête. Une boucle est une arête orientée dont l’origine
et l’extrémité sont les mêmes.

On définit de même une chaîne orientée, une chaîne eulérienne orientée, un cycle
orienté…
Le graphe A ci-contre est orienté. L’arête a qui va de 1 vers 2 est distincte de l’arête
b, qui va de 2 vers 1. L’arête h est une boucle.
(1-2-3-5) est une chaîne orientée qui va de 1 à 5. (e/a/c/d) est un cycle orienté.

La matrice associée à un graphe orienté d’ordre n est une matrice de dimension n × n,
où le terme à l’intersection de la i-ème ligne et de la j-ème colonne vaut 1 s’il y a une arête
dont l’origine est i et l’extrémité est j. 

Ci-contre, on a la matrice associée au graphe A. 

Un graphe étiqueté est un graphe orienté, dont les arêtes sont affectées d’étiquettes.
Si toutes les étiquettes sont des nombres positifs, on parle de graphe pondéré. Dans
ce cas, le poids d’une chaîne est la somme des poids des arêtes orientées qui la compo-
sent. Une plus courte chaîne entre deux sommets, est parmi les chaînes qui les relient,
une chaîne de poids minimum. 

Le graphe orienté ci-contre est
pondéré. Le chaîne (C-B-A-G-F),
a pour poids 1 + 1 + 2 + 4 = 8.
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E Un graphe probabiliste est un graphe orienté, pondéré, tel que la somme des poids des
arêtes sortant de chaque sommet donné vaut 1.

Les graphes probabilistes sont utilisés
pour modéliser l’évolution d’un indi-
vidu pouvant changer aléatoirement
d’état : les sommets du graphe sont
les états possibles de l’individu et le
poids d’une arête orientée issue du
sommet i, et d’extrémité j est la proba-
bilité de transition de l’état i à l’état j.
L’état probabiliste de l’individu est
une loi de probabilité sur l’ensemble
des états possibles : cette loi sera ici
représentée par une matrice ligne.
Un graphe probabiliste peut aussi être utilisé pour décrire l’évolution d’un système
formé de plusieurs composants pouvant se trouver dans différents états (l’ensemble
des états est le même pour chaque composant). L’état du système à un instant donné
est la matrice ligne donnant le nombre de composants du système dans chaque état.

La matrice de transition d’un graphe probabiliste d’ordre n est de dimension n × n.
Le terme à l’intersection de la i-ème ligne et de la j-ème colonne a pour valeur le
poids de l’arête orienté allant de i vers j si cette arête existe, 0 sinon.

Le graphe d’ordre 3 ci-dessus est un graphe probabiliste. Sa matrice de transition est
donnée ci-dessous. La somme des éléments d’une ligne vaut 1. 

Propriétés

Les propriétés ci-dessous sont au programme ; elles seront introduites à l’occasion de
certains exercices. Elles pourront être démontrées ou commentées. 
Les élèves devront les connaître.
1) La somme des degrés d’un graphe non orienté est égal à deux fois le nombre d’arêtes
du graphe.
2) Soit A la matrice associée à un graphe. Le terme (i,j) de la matrice Ar donne le
nombre de chaînes de longueur r reliant i à j.
3) Le nombre chromatique d’un graphe est inférieur ou égal à ∆ + 1, ∆ étant le plus
grand degré des sommets.
4) Théorème d’Euler : « Un graphe connexe admet une chaîne eulérienne si et seule-
ment si le nombre de sommets de degré impair vaut 0 ou 2. Un graphe connexe admet
un cycle eulérien si et seulement si tous ses sommets sont de degré pair. »
5) Si M est la matrice de transition d’un graphe probabiliste, si P0 est la matrice ligne
décrivant l’état initial, et Pk l’état probabiliste à l’étape k, on a Pk = P0 × Mk.
6) Pour tout graphe probabiliste d’ordre 2, dont la matrice de transition ne comporte
pas de 0, l’état Pk à l’étape k, converge vers un état P indépendant de l’état initial P0.
De plus, P vérifie P = PM.
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Contenu du cédérom
Ce cédérom est autoexécutable : il démarre automatiquement dès son insertion dans le
lecteur. Il peut aussi être exploré en double cliquant sur le fichier math2002.htm présent
dans la racine ; un explorateur Internet est alors nécessaire.

Partie « Lycée »
La partie « programmes » contient sous la forme de fichiers PDF :
• tous les programmes de mathématiques des séries générales et technologiques ;
• les programmes de physique-chimie et de sciences de la vie et de la Terre des classes
de seconde générale et technologique, première et terminale S ;
• les programmes d’enseignement scientifique des classes de première L et ES.

La partie « accompagnement » comprend, sous la forme de fichiers PDF :
• le document d’accompagnement du programme de mathématiques de la classe de
seconde générale et technologique. Ce document est accompagné de deux annexes :
« 11 fiches de statistiques » et « À propos de géométrie plane », ainsi que d’une page,
au format HTML, illustrant quelques liens possibles entre les programmes de mathé-
matiques et de physique-chimie ;
• le document d’accompagnement des programmes de la classe de première des séries
générales ;
• le document d’accompagnement pour l’option facultative du cycle terminal de la
série L ;
• le document d’accompagnement de la classe terminale des séries ES et S. L’annexe
« Probabilités et Statistique, séries ES et S » est uniquement disponible sur ce cédérom ;
• la section « compléments » contient :
– les figures des documents d’accompagnement des classes de seconde et première S,
– une partie spécifique à la première S illustrant les points du programmes « lieux géo-
métriques » et « méthode d’Euler »,
– une partie spécifique à l’option facultative de la série L, présentant la partie du pro-
gramme sur la perspective ainsi qu’une appliquette sur le codage par substitution de
lettres,
– des activités sur tableur, extraites du document d’accompagnement du programme
de la classe terminale ES,
– les figures du document d’accompagnement pour la classe terminale S,
– une partie « statistique et probabilités », donnant accès à de nombreuses simulations,
– une partie « documents divers », regroupant des appliquettes illustrant le programme
d’arithmétique des classes terminales S et L, une section « maths et chimie » (calcul de
pH, simulation d’une réaction chimique), une section « maths et musique », une sec-
tion « maths et physique » (courbe de la décroissance radioactive du radon 222 et 220)
et deux démonstrations de la convergence du nuage des coefficients binomiaux vers la
courbe « en cloche »,
– les annexes au rapport d’étape de la commission de réflexion sur l’enseignement
des mathématiques (dite « commission Kahane ») sur l’enseignement de la géométrie.

La partie « TICE lycée » comprend :
• « Statistique en ligne », outil d’autoformation à l’usage des professeurs conçu par
Bernard Ycart, Claudine Robert et Marcos Perreau-Guimaraes ;
• des logiciels, dans leur version de démonstration : Cabri Géomètre II (RIP) 1,
GeoplanW (RIP), GeospacW (RIP)et Geoplace ;
• des activités intégrant l’utilisation des technologies de l’information et de la commu-
nication, réalisées par des groupes de travail dans les académies et coordonnées par
la direction de la technologie (sous-direction des technologies de l’information et de
la communication pour l’éducation).

1. Reconnu d’intérêt pédagogique par le ministère de l’Éducation nationale.



Partie « Collège »

La partie « programmes » contient sous la forme de fichiers PDF tous les programmes
de mathématiques et de sciences physiques de l’ensemble des classes du collège.

La partie « accompagnement » comprend :
• les documents d’accompagnement des programmes de mathématiques et de sciences
physiques ;
• une note d’information de la direction de la prospective et du développement, intitulée
« Pratiques d’enseignement observées en 6e » ;
• le dossier « Aire et périmètre », rédigé par le groupe national de réflexion sur
l’enseignement des mathématiques en classe relais.

La partie « TICE collège » comprend :
• des logiciels, dans leur version de démonstration : Cabri Géomètre II (RIP),
GeoplanW (RIP), GeospacW (RIP) et Geoplace ;
• des activités intégrant l’utilisation des technologies de l’information et de la commu-
nication, réalisées par des groupes de travail dans les académies et coordonnées par
la direction de la technologie (sous-direction des technologies de l’information et de
la communication pour l’éducation).

Le bouton « Outils de consultation du cédérom » permet l’installation de logiciels
nécessaires à la lecture des divers fichiers proposés.


